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Hauptprifung 2005 Aufgabe 5

5.1
Gegeben ist folgendes Gleichungssystem
X, +5x, +6x; = 10
a4x, +2x, +2x5; = 5
-3x, +3x, +4x; = 5

Bestimmen Sie den allgemeinen Lésungsvektor.
Wie lautet die Losung des Gleichungssystems, bei der x, =1 ist ? (6 Punkte)

5.2
Fir die Matrizen N und X besteht die Gleichung

(X =N){X =N) = (X =N) X + X

Begriinden Sie, dass die Matrizengleichung nur sinnvoll sein kann, wenn die Matrix N gleich
viele Zeilen wie Spalten hat. Lésen Sie die Gleichung nach X auf.
(6 Punkte)

5.3
Drei nach dem Leontief-Modell verflochtene Zweigwerke Z,, Z, und Z, eines Betriebes

beliefern sich gegenseitig und den Markt. Die Technologiematrix A ist gegeben durch

02 02 016
A=/04 01 02
04 02 024
531
In einer Produktionsperiode liefern Z, 240 ME, Z, 310 ME und Z, 150 ME an den Markt.
Bestimmen Sie die zugehdrige Input-Output-Tabelle. (8 Punkte)
5.3.2

In einer anderen Produktionsperiode produziert Z, 450 ME und Z, 1200 ME. Das
Zweigwerk Z, liefert 150 ME an den Markt.

Berechnen Sie den Produktions- und Marktabgabevektor fir diesen Produktionszeitraum.
(6 Punkte)

5.3.3
Untersuchen Sie, ob Z, und Z, je 100 ME an den Markt liefern kénnen, wenn Z, 100 ME

produziert, aber nichts an den Markt abgibt.
(4 Punkte)

30 Punkte
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1 5 60} |+4) — ] |B —]

4 2 2|5 +——

-3 3 4|5 <«

1 5 6 |10 1 5 6 |10
0 -18 -22|-35| — =|0 -18 -22|-35
0 18 22 |35 <+« 0O O 0|0

Aufgrund der Nullzeile gibt es unendlich viele Lésungen.

Es sei x; =t mit tOIR. Daraus folgt —18x, —22t = -35 = X, =%—1§1t
Aus 1.Zeile: x, + 5(E —Et) +6t=10= X, =3 +lt
18 18 18 9
5,1
18 9
Losungsvektor: X = 3—5—1—1t mit t IR
18 9
t
1
Far x, =1 gilt % +1t =1=t =6,5und damit ergibt sich als Losungsvektor X=|-6].
6,5

5.2

Da der Ausdruck X-N vorkommt, muss die Matrizen X, N und X-N jeweils das gleiche Format
haben. Das (X —N)[(X —N)vorkommt, muss bei der Matrix X-N die Zeilen- und

Spaltenanzahl gleich sein (sonst kdnnte man diese nicht multiplizieren).
Daraus folgt, dass auch bei der Matrix N die Zeilen- und Spaltenanzahl gleich sein missen.

Auflésung der Gleichung nach X:

(X =N)I{X -N)= (X -N) DX+ X < X? = XIN-NDX+N? = X2 -NIX + X
= N2=X+XIN = N2=XH{E+N) |(E+N)™ von rechts

= X=N?[E+N)*

5.3.1

Die Leontief-Gleichung lautet x = (E —A)‘1 [y wobei E =

O O B
o » O

0
0 | die Einheitsmatrix ist.
1
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240 Xy
Gegeben ist der Marktvektor §/= 310 | und gesucht ist der Produktionsvektor X = Xy |-
150 X3
08 -02 -016
EsqgitE-A=|-04 09 -02
-04 -02 0,76
7/4 1/2 12
Mit dem GTR folgt (E - A)™ =| 24/23 34/23 14/23
55/46 15/23 40/23
7/4 12 12 240 650
Damit gilt X = 24/23 34/23 14/23 |[1310 |=| 800
55/46 15/23 40/23) | 150 750
Input-Output-Tabelle:
Z Z, Z; 9 X
Z, X11 X1p Xi3 240 650
z, X1 X5, Xy3 310 800
Z, Xg1 X3, X33 150 750

Die noch fehlenden Werte ergeben sich aus dem Produktionsvektor x und der

Technologiematrix A.

Es gilt x,, =0,2[650 =130
X,, = 0,4 (650 = 260
X5, = 0,4 (650 = 260

5.3.2
450
Produktionsvektor: x =| 1200
X3

Leontief-Gleichung: y = (E - A) X =

120 -016x; = vy,
= 900 -02x; = vy,
-420 +0,76x; = 150

X,, =0,2 800 =160
X,, = 0,1[B00 = 80
X5, =0,2 (B00 =160

Y1

Marktabgabevektor: )7: Yo
150

Y1 08 -02 -016

y, |=|-04 09 -02

150 -04 -02 0,76

Aus Zeile 3: x5 =750 und damit y, =0 und y, =750.

X,5 = 0,16 (750 =120

X,5 = 0,2 750 =150

X4 = 0,24 [750 =180

450
1200
X3
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450 0
Produktionsvektor: x =| 1200 Marktabgabevektor: §/= 750

750 150
5.3.3

100 0
Produktionsvektor: x = Xy Marktabgabevektor: 37: 100

X3 100

7/4 12 12 0 100

Leontief-Gleichung: x =| 24/23 34/23 14/23 |[]100 | =| 4800/23

55/46 15/23 40/23) | 100 5500/23

Wenn Z, % ME und Z, % ME produziert, konnen sie jeweils 100 ME an den Markt

abgeben.



