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Hauptprufung 2004 Aufgabe 1

1.1
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = —%x“ +x%, xeR

Ihr Schaubild ist K;.
Berechnen Sie die exakten Koordinaten der Schnittpunkte von K; mit der x-Achse und die
Koordinaten der Hoch- und Tiefpunkte von K;. In welchem Intervall ist K; linksgekrimmt ?

(exakte Intervallgrenzen).
Zeichnen Sie K; fur x e [-3;3]. (9 Punkte)

1.2
Eine nach unten gedffnete Parabel K, 2.0rdnung ist symmetrisch zur y-Achse und

schneidet K; in P(-2/2).
K und K, schlieBen zwischen x = -2 und x = 2 eine Flache mit dem Inhalt 9,6 ein.

Berechnen Sie die Funktionsgleichung dieser Parabel.
Zeichnen Sie K in das Koordinatensystem von 1.1 ein.

Welche weiteren Schnittpunkte haben K;und K, ? (9 Punkte)
1.3

Die gezeichnete Kurve ist das Schaubild einer ganzrationalen Funktion 4.Grades.
Ermitteln Sie den zugehdrigen Funktionsterm. (6 Punkte)
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1.4
Die Kurve aus 1.3 und die x-Achse schlielen eine Flache ein.
Ubertragen Sie die Kurve auf Ihr Blatt und zeichnen Sie in diese Flache ein achsenparalleles
Rechteck ein, von dem zwei Eckpunkte auf der Kurve und zwei Eckpunkte auf der x-Achse
liegen.
Erlautern Sie, wie man das Rechteck mit maximalem Flacheninhalt ermitteln kann.

(6 Punkte)

30 Punkte
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Losung Hauptpriifung 2004 Aufgabe 1

1.1

Schnittpunkte mit der x-Achse:

Setze f(x)=0
:—1x4+x2=0<:>x2-(—1x2+1j=0:x12=O oder x* =8
8 8 ’

Die Nullstellen lauten N,,(0/0) und N3,4(i2.\/§/0).

Ableitungen:
f'(X):—%x3+2x und f”(x)=—%X2+2 und f"(x)=-3x

Extrempunkte:
Hinreichende Bedingung: f'(x)=0 und f"(x)=0
:—%x3 +2x=0©x-[—%x2+2j=0:>x:0 oder x? =4

= X, =0 oder x,; =+2

f(0)=2 > 0 = TP(0/f(0)) = TP(0/0)
f"(~2) = —4 < 0 = HP(-2/f(-2)) = HP,(-2/2)
f"(2) = -4 < 0 = HP(2/(2)) = HP,(2/2)

Linkskrimmung:

Die Wendepunkte stellen die Ubergangspunkte zwischen dem rechts- und linksgekrimmten
Teil eines Schaubildes dar.

Hinreichende Bedingung fir Wendepunkte: f"(x)=0 und f"(x)=0

:—gx2+2=0:>x2=%:>X1,2=i 4

3
m 4
f (i\/;) 0= WP
Far x < —\/g (z.B. fur x = -3) gilt f"(x) <0, dort ist das Schaubild rechtsgekrimmt.
Far — \/g <X< \/g (z.B. flr x = 0) gilt f"(x)> 0, dort ist das Schaubild linksgekrimmt.

Fir x > \/% (z.B. flr x = 3) gilt f"(x) <0, dort ist das Schaubild rechtsgekriimmt.
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Schaubild:

HP1 HP2

1.2

Funktionsgleichung der Parabel:

Die gesuchte Parabelfunktion besitzt den Ansatz p(x)=ax? + ¢
(aufgrund der Symmetrie zur y-Achse existieren nur gerade Hochzahlen)

P(-2/2) liegt auf der Parabel: p(-2)=2=4a+c=2 (*)

2 2
AuBerdem ist bekannt, dass gilt: J’ (p(x) - f(x))dx = 9,6 = j (p(x) - f(x))dx = 4,8
—2 0

2 2
:I(ax2+c—(—lx4+x2))dx:[1ax3+cx+ix5—1x3} _8a42c-28

J 8 3 20" 3 3 15
:>§a+20—§=4,8 (™)

3 15

Aus (*) folgt c=2-4a

Eingesetzt in (**): §a +2(2 —4a)—§ =48= —Ea =§ =a=-0,5
3 15 3 3

Daraus folgtc=2+2 =4

Die Parabelgleichung lautet p(x) = -0,5x° + 4.

Schaubild
Ay
,,4‘s\
/ 2 N
A b
/ \
AN /N
N LN
4 A\
/ \
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Schnittpunkte der Schaubilder:

Ansatz: f(x)=p(x)

1. Lésungsmaglichkeit: ohne GTR
—%x“ +x? =—%x2 +41-8 =-x"+12x*-32=0

Mit Substitution x2 = u folgt —u? +12u—32 =0 = u,, = 2= ”;4 128 _ ‘12; 4
Es gilt u, =4 und nach Riicksubstitution: x* =4 = x =+2 (bereits bekannt)

Es gilt u, =8 und nach Riicksubstitution x? =8 = x = ++/8

Die weiteren Schnittpunkte lauten Q1(\/§/0) und Qz(—\/§/0)

2. Lésungsmaglichkeit: mit dem GTR

Flotl Flotz Flot:
RO = Rl =T ot L s

“MeB-1ls2%Rm 2 +d /:;'<1_>‘:;‘
=Wz=1

NE i
whe= Inkerseckion
“ME= w=-z. BeBYeEF IY=a

Mit dem GTR ergeben sich folgende Schnittpunkte:
S,(-2/2), S,(2/2), S3(—2,82/0)=83(—\/§/0) und S4(2,82/0)=S4(\/§/0)

1.3

1. Losungsmaglichkeit:

Von dem Schaubild sind alle Nullstellen bekannt. Da bei x = -2 und x = 2 eine doppelte
Nullstelle vorliegt (da dort Extrempunkte vorliegen), kann die Funktion als
Linearfaktorzerlegung folgendermafien aufgestellt werden:

h(x)=a-(x—2)%-(x +2)
P(0/2) liegt auf dem Schaubild: h(0)=2=2=a-16 = a =%

Daraus folgt h(x) = %(x —2(x+2)* = %x“ -x?+2

2.Lésungsmoglichkeit:

Das Schaubild ist symmetrisch zur y-Achse.

Ansatz mit geraden Hochzahlen: h(x) = ax* + bx® +cund h'(x) = 4ax® + 2bx
P(0/2) liegt auf dem Schaubild: h(0)=2=c=2 (1)

N(2/0) liegt auf dem Schaubild: h(2)=0=16a+4b+c=0 (2)
Waagrechte Tangente bei N(2/0): h'(2)=0=32a+4b=0 (3)

Aus (1) bis (3) folgt azé; b=-1;c=2

Daraus folgt h(x) = %x“ —x?+2
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1.4

| 1B(-u/f(u)).| A(u/f(u))

2,5 -2 '1‘C(-u/0) -05 0] [ 05 Du/o)s | 2
i -0,5

-1

Die Flache des Rechtecks betragt A =CD - AD
Es gilt CD =u—(-u)=2u und AD =h(u)-0=h(u)

Fiir die Flache gilt die Zielfunktion A(u)=2u-h(u)=2u- (%u“ —u?+ 2} mit0 <u<2

Fir die Ermittlung des Maximums der Zielfunktion muss zunachst das lokale Maximum
(Hochpunkt) des Schaubilds von A(u) ermittelt werden:

Hinreichende Bedingung: A'(u)=0 und A"(u)=0

Um das globale Maximum (also der héchste Punkt des Schaubildes) im Intervall 0 <u < 2 zu
ermitteln, missen neben dem lokalen Maximum auch die Funktionswerte am Rand des
Intervalls bestimmt werden.

Es gilt A(0)=0 (linker Randwert) und A(2) =0 (rechter Randwert) somit kann dort kein

globales Maximum vorliegen.



