Beschranktes und logistisches Wachstum www.mathe-aufgaben.com

Losungen zu beschranktem und logistischem
Wachstum

Gymnasium

Klasse 9/10

Alexander Schwarz

www.mathe-aufgaben.com

Januar 2020



Beschranktes und logistisches Wachstum www.mathe-aufgaben.com

Aufgabe 1:

a)
Jahr Bestand Jahresende Auszahlung Einzahlung
2015 38.000 € 38000-0,2=7600 9.000
2016 39.400 € 39400-0,2=7880 9.000
2017 40.520 € 39400-0,2=8104 9.000
2018 41.416 € 41416-0,2=8283,2 9.000
2019 42.132,80 €

b) Der Bestand Ende 2014 sei x. Dann gilt:

c)

x-0,8 +9000 = 38.000 < x =36.250€

Bei dem Stiftungsvermogen erfolgt in jedem Jahr einerseits eine konstante Einzahlung
von
9.000 € und andererseits eine vom Bestand prozentual abhangige Auszahlung.

Wenn pro Zeitschritt bei einem Modell eine konstante Gréie hinzukommt und eine vom
aktuellen Bestand prozentuale GréRe weggeht, handelt es sich um ein beschranktes
(=begrenztes) Wachstum.

Dies kann man folgendermallen zeigen:

B(t) sei das Vermdogen nach t Jahren.
Das Vermdgen wachst nach folgender Gesetzmaligkeit: B(t + 1) = B(t)-0,8 + 9000

Umformung: B(t+1)=1-B(t)-0,2-B(t)+ 9000 < B(t + 1) = B(t)+ 0,2 - (45.000 — B(t))
Dies ist die Wachstumsgleichung flr das beschrankte/begrenzte Wachstum.

Das Stiftungsvermdogen wachst also nicht unbegrenzt, sondern besitzt die Schranke
S =45.000 €.

Aufgabe 2:

a)
Zeit Guthaben auf dem Konto von Herrn Guthaben auf dem Konto

P.in € von Frau P.in €

Nach 1 Jahr 100000-1,05-10.000 =95.000 100000-1,05-0,9 =94500
Nach 2 Jahren 95000 -1,05 -10000 = 89750 94500-1,05-0,9 = 89303
Nach 3 Jahren 89750 -1,05-10000 = 84238 89303 -1,05-0,9 = 84391
Nach 4 Jahren 84238 -1,05-10000 = 78450 84391-105-0,9 =79750

b) Das Guthaben von Herrn P. sinkt und wird in einigen Jahren komplett aufgebraucht sein

(wer es nachrechnen will: in 15 Jahren). Das liegt daran, dass Herr P. mit jahrlich
10.000 € mehr abhebt, als er an Zinsen pro Jahr erhalt.

Das Guthaben von Frau P. sinkt ebenfalls, und zwar um 5,5% pro Jahr.
(1,05-0,9 =0,945).

Es handelt sich bei Frau P. somit um einen exponentiellen Zerfall.

Die HOohe des Guthabens strebt langfristig gegen 0. Da allerdings immer nur ein
bestimmter Prozentsatz des vorhandenen Kapitals verbraucht wird, wird die
Guthabenhohe Null nach diesem Modell zumindest mathematisch nie erreicht.
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Aufgabe 3:
a) Esgilt B(0)=200 und B(1)=200-1,3 =260

Eingesetzt in die Formel ergibt sich:

260 =200 + k - 200 - (8000 — 200) = k = 0,00003846

Anzahl der Fische nach 4 Jahren mit dem Taschenrechner:
B(2) = 337 B(3) =437 B(4) = 564

b) Exponentielles Wachstumsgesetz: B(t) = 200 -1,3"

Bestand nach 4 Jahren: B(4) = 200 -13* = 571 Fische.

Prozentuale Abweichung: % =1012 also 1,2%.

c) Mit B(0) =1000 ergibt sich aus (*) B(1) =1270 Fische.
Man kann also 270 Fische jahrliche fangen, ohne dass der Bestand zurtickgeht.

Aufgabe 4:

a) Esgilt B(t)=3,6-q"'. Mit B(1) =4,1folgt 41=3,6-q' < q=1139
Also Wachstumsgesetz B(t) = 3,6 - 1,139"

Hoéhe nach 4 Jahren: B(4) =3,6-1139* =6,06 m

Zeit, bis der Baum 15m hoch ist:
15=3,6-1,139" <:>£=1,139t c>|og4,167=t-log1,139<:>t=M
3,6 log(1,139)

~11 Jahre

b) Mit H(0) = 3,6 und H(1) = 4,1 ergibt sich durch Einsetzen in die Gleichung

41=36+k-36-(15-36)=05=k-3,6-114 =0,0122
Wachstumsgesetz: H(n +1) =H(n)+0,0122 -H(n)- (15 —H(n))

Hbéhe nach 4 Jahren (mit Taschenrechner):
B(2) =4,65m B(3) =5,23m B(4)=5,86m
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Aufgabe 5:

a)

Es handelt sich um ein exponentielles Wachstum: B(t) = 55-1,025'
(t in Jahren seit dem Jahr 2020 ; B(t) Bevdlkerungszahl in Mio.)

Bevolkerung im Jahr 2030: B(10) = 70,4 Mio.

Verdoppelungszeit: 110 =55-1,025' = t = log2

=—>_—_ =281 Jahre
log1,025

Aus der Tabelle ist zu entnehmen: B(0) = 4,46 und B(1) = 5,28 und B(2) = 6,07
Einsetzen von B(0) und B(1) in die Wachstumsgleichung liefert den Wert fiir k:

528 =4,46+k-4,46-(9-4,46) = k =0,0405

Damit folgt: B(2) = 5,28 + 0,0405-5,28 - (9 — 5,28) = 6,07 und dies entspricht dem
Tabellenwert.

Damit erfiillen die Daten aus der Tabelle die Wachstumsgleichung.

Bevolkerung im Jahr 2050 = B(5)
B(3) = 6,795 B4)=74 B(5) = 7,881 Millionen
Die Einwohnerzahl des Jahres 2020 (6,07 Millionen) kann sich nicht mehr gemaf dieses

Modells verdoppeln, da die Schranke S =9 ist und diese Schranke nicht tberschritten
werden kann.
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Aufgabe 6:

a)

Aufgrund der angegebenen Verdoppelungszeit liegt ein exponentielles Wachstum
vor: B(t)=50-q'

Aufgrund der angegebenen Verdoppelungszeit gilt:

100=50-¢° =2=q° = q="32 ~1,08

Dies entspricht einer monatlichen Zunahme um 8%.

Wann wéren es 1000 Tiere? 1000 =50-108' = t =389 Monate

Gegeben: B(0) =50 und B(1) =120 und S = 1000

Berechnung von k durch Einsetzen der bekannten GréRRen in die
Wachstumsgleichung:

120 =50 +k - 50 - (1000 — 50) = 70 = 47500k = k ~ 0,00147

Hieraus folgt B(2) = 120 + 0,00147 - 120 - (1000 — 120) = 275 M&use
und B(3) = 275 + 0,00147 - 275 - (1000 — 275) = 568 M&use

c) Umformung des Wachstumsgesetzes ergibt
B(n+1)=B(n)+B(n)-(0,8 —0,0001-B(n))
B(n+1)=B(n)+0,0001-B(n)- (8000 —B(n))
Aus der Gleichung kann als Schranke S = 8000 abgelesen werden. Somit nahert sich
der Bestand im Laufe der Zeit der Schranke 8000 an.
Aufgabe 7:
a) Da der Bestand jahrlich um 10% abnimmt, handelt es sich um ein exponentielles
Wachstum.
B(t)=B(0)-q', wobei t die Zeit in Jahren, beginnend ab 2015 ist
Wachstumsgleichung: B(t) =1200-0,9"
Bestand im Jahr 2030: B(15) =1200-0,9"° = 247 Exemplare.
Halbwertszeit: 600 =1200-0,9' = 0,5 = 0,9' = t = 1292 _ g 58 janre
log(0,9)
b) Esgilt H(0)=0,7m und H(1) = 1,20 m

Einsetzen in die logistische Wachstumsgleichung ergibt:
1,20=0,7+k-0,7-(28-0,7)=05=k-0,7-21=k =0,34

Die Wachstumsgleichung lautet somit H(n +1) =H(n) + 0,34 -H(n)- (2,8 —H(n))
Zeit, bis Pflanze mehr als 80% ihrer maximalen Hohe erreicht hat:

Die Pflanze kann maximal die Hohe 2,8 m erreichen (Schranke).
80% von 2,8 m sind 2,24 m.
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Mit dem Taschenrechner kdnnen folgende Werte ermittelt werden:
H(0)=0,7 ; H(1)=120m ;H(2)=1,85m ; H(3)=2,45m
Also hat die Pflanze nach 3 Monaten mehr als 80% ihrer maximalen Hohe erreicht.

c) Nun wird der Wert H(-1), also die H6he der Pflanze einen Monat vor Beginn der
Beobachtung, gesucht. Dieser wird mit x bezeichnet:
H(O)=x+034-x-(28-x)=07 < 0,7 =x+0,952-x—0,34 - x?
< 0,7 =1952x - 0,34x* < -0,34x* +1952x —0,7 =0
Lésung mit Mitternachtsformel
— + 2_4. . _ +
Xy = 1952 +/19522-4.0,34-0,7 _ —1952+169 also x, = 0385 und x, = 5,36m
' -0,68 -0,68
Da die zweite Lésung nicht méglich ist (Schranke ist bei 2,8m) ist die gesuchte Lésung
H(-1) = 0,385 m.
Aufgabe 8:
a) Der Zuwachsfaktor von 800 auf 912 betragt 912 : 800 = 1,14
Der Zuwachsfaktor von 912 auf 1040 betragt 1040 : 912 = 1,14
Da die Zunahme in den ersten drei Zahlungen jeweils 14% des aktuellen Bestandes
betragt, kann hier exponentielles Wachstum unterstellt werden.
b) Es istt die Zeit in Jahren seit dem Jahr 2013.

Dann gilt: B(0) = 2136 und B(1) = 2388
Weiterhin gilt fir die Schranke S = 10.000.
Daraus folgt: B(1) =B(0) +k -B(0)-(10.000 - B(0))

Einsetzen der Werte liefert: 2388 = 2136 + k - 2136 - (10.000 —2136) = k =15-107°
Gesucht ist der Bestand Ende 2016, also B(3).

Mit dem Taschenrechner kann man nun die folgenden Bestande berechnen:

B(2) = 2661 und B(3) = 2954 Wale.
Ende des Jahres 2016 leben dort ca. 2954 Wale.

Das neue Wachstumsgesetz
W(n+1)=W(n)+0,000015-W(n)- (10000 — W(n))-0,03 - W(n)

entspricht dem Gesetz in Teilaufgabe b) mit dem zusatzlichen Ausdruck —0,03-W(n).
Dieser Ausdruck beschreibt, dass pro Jahr 3% der Wale gefangen werden dirfen.

Die Umformung des Gesetzes liefert folgende Ausdrucke:
W(t+1)=W(t)+0,000015 - W(t)- (10000 — W(t))- 0,03 - W(t)
= W(t+1)=W(t)+0,15W(t) - 0,03W(t) - 0,000015 - (W(t))?
= W(t+1)=W(t)+0,12W(t) - 0,000015 - (W(t))?

www.mathe-aufgaben.com
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oo(c))’<1)§15 -Wm
— W(t +1) = W(t) + 0,000015 - W(t)- (8000 — W(t))

= W(t+1)=W(t)+0,000015 - W(t)-(

Damit liegt immer noch logistisches Wachstum vor mit S = 8000.

Aufgabe 9:

a)

Das Lachsgewicht wachst gemal des exponentiellen Wachstums, da eine Verdoppelung
alle 6 Monate stattfindet.

B(t)=45000-q" mitt = Zeit in Monaten und B(t) = Gesamtgewicht in kg nach t Monaten
Es gilt B(6) =90000 = 90000 =45000-¢° =>2=¢° = q= 82 =11225.
Wachstumsgesetz: B(t) = 45000 -1,1225"

Zeit bis 100.000 kg vorhanden sind: 100000 = 45000 - 11 225' = t = 6,91 Monaten

Zuwachs des Lachsgewichtes innerhalb eines Tages:

B(3—10) = 45000 - 1,1225%0 =45173,7 kg.

Somit muss taglich 173,7 kg abgefischt werden, damit der Bestand von 45.000 kg
konstant bleibt.

G(t+1)=G(t)+ 0,016 - G(t) - (S — G(t)), t in Jahren, G(t) = Gewicht eines Lachses.
Es gilt G(0) = 7,2 kg und G(1) = 10 kg

Einsetzen in das logistische Wachstumsgesetz:

10=7,2+0,016'7,2‘(S—7,2):>17L25=S—7,2:>S=31,5kg.

I

Ein einzelner Lachs kann nach diesem Modell ungefahr 31,5 kg erreichen.

Anzahl der Jahre, bis der Lachs mehr als 17 kg wiegt: Dies wird mit Hilfe des
Taschenrechners geldst, indem G(1), G(2), G(3),... berechnet wird, bis das Gewicht von
17 kg Uberschritten wird.

Es gilt G(3) = 17,3 also wird das Gewicht nach 3 Jahren Uberschritten.

Aufgabe 10:

a)

Es gilt das Wachstumsgesetz B(t) =B(0)-q'

Aus der Aufgabe ist zu entnehmen: B(6) = 350 und B(0) = % =70

Daraus folgt: B(t)=70-q'
Einsetzen der anderen Bedingung: 350 =70-q° = q=1,308
Das Gewicht hatte pro Woche um 30,8% zugenommen.

200 =70-1308"' = 10g2,857 = t-10g1,308 =t =39
Nach ca. 4 Wochen wog eine Henne 200 g.

7
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b) Umformung von B(n+1)=1,294-B(n)-0,000147 - (B(n))2 :
B(n+1)=B(n)+ 0,294 -B(n)-0,000147 - (B(n))2
0,294
=B(n+1)=B(n)+0,000147 -B(n)- (W - B(n)j
=B(n+1)=B(n)+0,000147 -B(n)- (2000 -B(n))

Es ergibt sich daraus ein logistisches Wachstum mit k = 0,000147 und S = 2000.

Mit dem Taschenrechner ergibt sich: B(7) = 434,9 und B(8) = 534,9 Gramm.

c) Einsetzen der Werte in das Wachstumsgesetz:

F(7)=F(6)+k-(S—F(6))= 460 = 380 +k - (S—380)= 80 =k -S - 380k (*)
F(8)=F(7)+k-(S—F(7))= 532 =460 +k-(S-460) = 72 =k -S - 460k (**)

Gleichungen voneinander abziehen: (*) — (**): 8 =80k = k =0/1
Einsetzenvonk=0,1in(*): 80=01-S-38 = S=1180

Damit braucht eine Henne pro Woche hdchstens S = 1180 g Futter.

Aufgabe 11:

a) Das Wachstumsgesetz fiir das Eisbargewicht lautet B(t) =B(0)-q'
Es gilt B(0) =600 g und damit B(t)=600-q'.
Mit B(1) = 1680 g ergibt sich 1680 =600-q' = q=2,8
Wachstumsgesetz: B(t) =600 - 2,8t

Berechnung der Zeit, bis wann der Eisbar 10 kg = 10 000 g wiegt:

50
log—

10000 = 600-28' = 28t = 0 4. 73 _ 273 Monate
3 log2,8

Nach 2,73 Monaten erreicht das Eisbarenjunge 10 kg.

b) Da der ausgewachsene Eisbar 500 kg wiegt, gilt fir die Schranke S = 500 kg.
Aulerdem ist bekannt: G(1) = 98 kg und G(2) = 170 kg.
Mit Hilfe dieser Werte kann nun der Faktor k in der Wachstumsgleichung berechnet
werden:

170=98 +k-98-[500-98] = 72 =k -98 - 402 = k = 0,00183
Das Wachstumsgesetz lautet: G(t +1) = G(t) +0,00183 - G(t)-[500 — G(t)], G(1) = 98

Mit Hilfe des Taschenrechners kann nun das Gewicht der nachsten Jahre berechnet
werden:

G(2) =170 kg ; G(3) =272,8 kg ; G(4) = 386,2 kg

Bereits im dritten Jahr Uberschreitet der Eisbar die 250 kg — Grenze.

8
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Aufgabe 12:
a) Nachweis, dass es sich um exponentielles Wachstum handelt:
Esgit 2019 42 5
0,5 10 19

Da sich alle zwei Jahre die Anzahl der Kunden ndherungsweise verdoppeln, kann man
von der Annahme eines exponentiellen Wachstums ausgehen.

Wachstumsgesetz: f(x)=0,5-2* (x in Zweijahresschritten ab dem Jahr 2013)

Kundenanzahl im Jahr 2018: f(2,5)=0,5-2%° ~ 2,8 Millionen Kunden
Das Ergebnis stimmt ungefahr mit der tatsachlichen Kundenanzahl iiberein.

Es gilt AB=c-B(t)- (S -B(t)) wobei S =18.000.000=18-10° die Sattigungsgrenze ist.
Im Jahr 2018 waren es 2,7 Mio. Kunden und im Jahr 2019 waren es 4,2 Mio. Kunden.

Damit ist AB=4,2-10°-2,7-10° =1,5-10° Kunden
Einsetzen aller Werte in die Wachstumsgleichung:
108
15-10° =c-2,7-10°-(18-10° =2,7-10°) =15=2,7-10°-c- (18- 2,7)
1,5

c= ~~3,6-10°°
2,7-(18-2,7)-10

Kundenanzahl im Jahr 2020: AB=3,6-10%-4,2.10° '(18‘106 —4,2'106)z2,1-106
Im Jahr 2020 sind es 4,2-10° +2,1-10° = 6,3-10° Kunden

Kundenanzahl im Jahr 2021: AB=3,6-10%.6,3-10° -(18-106 —6,3-']06)z2,7-106
Im Jahr 2021 sind es 6,3-10° +2,7-10° =9-10° Kunden



