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Vorwort

Zunachst einmal bedanken wir uns flr das Vertrauen, das ihr uns mit dem Kauf dieses
Buches entgegengebracht habt!

Der darin enthaltene Stoff der Linearen Algebra ist auf den Inhalt der Abiturpriifung 2027
und 2028 von Baden-Wiirttemberg fir berufliche Gymnasien (grundlegendes
Anforderungsniveau, gAn) abgestimmt.

Das Buch soll euch bei der erfolgreichen Vorbereitung auf Klausuren und die Abiturprifung
unterstitzen.

In den einzelnen Kapiteln stellen wir zunachst die einzelnen Themen und die erforderlichen
Formeln und Rechenwege mit Hilfe von vielen Beispielen ausfihrlich vor.

Nach jedem Kapitel findet ihr viele Ubungsaufgaben, bei denen der jeweilige
Anforderungsbereich steht.

Anforderungsbereich |I: Reproduktion des Stoffes (einfache Grundaufgaben)
Anforderungsbereich II: Herstellung von Zusammenhangen (mittelschwere Aufgaben)
Anforderungsbereich lll: Verallgemeinerung und Reflexion (schwierigere Aufgaben)

Far das Erreichen von mindestens 5 Notenpunkten missen die Aufgaben zum
Anforderungsbereich | und teils auch vom Anforderungsbereich Il gelést. werden.

Far das Erreichen von mindestens 11 Notenpunkten missen die Aufgaben zu allen 3
Anforderungsbereichen geldst werden.

Damit habt ihr die Méglichkeit zu prifen, ob ihr den Stoff auch tatsachlich verstanden habt
und wie euer ungefahrer Leistungsstand ist.

Die Musterlésungen aller Ubungsaufgaben aus dem Buch werden als pdf-Dateien iiber einen
geschlossenen Download-Bereich auf unserer Homepage zur Verfiigung gestellt.

@
: VORSICHT FALLE:
Nach unserer Erfahrung hilft es euch, wenn wir nicht nur darstellen, wie etwas gemacht wird,
sondern auch, welche typischen Fehler auftreten kénnen.
Daher findet ihr in dem Buch zwischendurch auch ,Vorsicht Falle — Hinweise mit typischen

Fehlern, die aufgrund unserer langjahrigen Erfahrung immer wieder gemacht werden.

In diesem Buch sind keine Original-Abiturprifungsaufgaben der vergangenen Jahre
enthalten.

Die alten Abituraufgaben kénnt ihr inkl. Losungen kostenfrei auf www.mathe-aufgaben.com
unter dem Mentipunkt Aufgaben -> Abitur herunterladen.

Anregungen und konstruktive Kritik zu diesem Buch werden von uns gerne
entgegengenommen.

Viel Erfolg bei der Bearbeitung dieses Buches und alles Gute fiir eure Abiturpriifung!

Euer Team von mathe-aufgaben.com




Lineare Gleichungssysteme ii

Inhaltsverzeichnis
1 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME ........cccoumtmuimmmmmennnnnnnennneeneneensnnssnsssssssnssssnssssssssnnnnnns 1
1.1 DAS GAUR-VERFAHREN ......uuuuuuuuuuuuenensennsssnnnsnsssnnssssssssssssssnsssssssssssssssssssssssssssssssssnnns 2
1.2 LOSUNGSMENGEN VON LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN.........cuuuuuuureeeeeeeneenenenennnnnns 4
2 VEKTORRECHNUNG ...ttt 7
2.1 PUNKTE UND VEKTOREN .....uutuuuuttutueueunssnsssnnssnssssnnssnsssssssssssssssssssssssssssssssssssssnnnsnsnnnns 7
2.2 RECHNEN MIT VEKTOREN ....cetttiiiiiiiiiiiiteeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeaeeeeaeeees 10
2.3 LINEARKOMBINATION VON VEKTOREN UND MITTELPUNKT EINER STRECKE ................. 14
2.4 BETRAG VON VEKTOREN UND EINHEITSVEKTOREN........uuuuuuuerueeenenenennenennnnnnnnennnnnnnnnnns 17
3 SKALARPRODUKT, WINKELBERECHNUNG..........cccooi e 20
3.1 DEFINITION SKALARPRODUKT .....uutuuutsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsne 20
3.2 WINKEL ZWISCHEN VEKTOREN. ......ciiiiiiiiiie i e ettt ettt 22
L € 1 = - Y . 24
4.1 GERADENGLEICHUNGEN. ...ttt s s s s s s e s e e s e s e e e s s e s s s s s e a e s s e e s e e e e n e e neenennnennas 24
4.2 LAGE ZWEIER GERADEN IM DREIDIMENSIONALEN RAUM .........cuvvviiiiiiiiriiinierneenannnnnnnns 27
4.2.1 Besondere Lage einer Gerade im RaumM ...............uuuviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieieeeeennns 27
4.2.2 Spurpunkte und Zeichnen von Geraden in ein Koordinatensystem ............... 28
4.2.3 Lage zweier Geraden im dreidimensionalen Raum ...............cccccvvvvvviiviiiennnns 30
5 EBENEN ... s 35
51 PARAMETERFORM EINER EBENE .......uuuuiiiiiiiiieiiiiiiiiiineieneeeesenennennessensnnnnssnnssnnsnnnnsnnnes 35
5.2 AUFSTELLEN VON EBENENGLEICHUNGEN .....ccciiiiiiiiiiiieeeieeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 36
5.3 ZEICHNEN VON EBENEN ......coiiiiiiiii it 39
5.3.1 Ebenen als SpurdreieCk ..., 40
5.3.2 Ebenen parallel zu einer Koordinatenachse ............covviviiiiiiiiin e 41
5.3.3 Die drei Koordinatenebenen und ihre Parallelebenen.............ccccoeeeiiiiiine, 43
SCHNITTWINKEL BEI GERADEN UND KOORDINATENEBENEN............cccccceeinnnne. 46
SPIEGELUNG UND ABSTAND ..o s 49
71 ABSTAND ZWISCHEN ZWEI PUNKTEN ...coiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeee ettt a e 49
7.2 ABSTAND ZWISCHEN EINEM PUNKT UND EINER GERADE ........ccccovviiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeenn 50
7.3 ABSTAND ZWISCHEN ZWEI PARALLELEN GERADEN ....cciiiiiiiiiieieieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeaeeeeens 51
7.4 PROJEKTION UND SPIEGELUNG EINES PUNKTES AN EINER KOORDINATENEBENE.......... 52
8 FLACHENINHALT UND VOLUMEN .......ccoeeieirtecreeeeesesesnessessessessessssssesssssessssssessssnes 54
8.1 BERECHNUNG DES FLACHENINHALTS VON RECHTECKEN UND QUADRATEN ................ 54
8.2 BERECHNUNG DES FLACHENINHALTS VON DREIECKEN.........cuuuuuueerieeeeeneeenneenennnnnnnnnnns 55

8.3 VOLUMEN QUADER UND PYRAMIDEN. ... cut ettt anaens 56



Lineare Gleichungssysteme 1
1 Lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem (das kirzen wir ab jetzt mit ,LGS* ab) besteht aus mehreren
Gleichungen mit mehreren Unbekannten. Die Anzahl der Gleichungen muss dabei nicht der
Anzahl der Unbekannten entsprechen.

Beispiel 1.1:
Lineare Gleichungssysteme sind zum Beispiel
X +2X, X, = 2 =
5x, x, x, = 5 b . +E : X 42 =
a —_ - = — = C
) ! 2 s ) a ) —-6x, +X, X, = 4
6x, +X, —X; = 5 4a +b = 8

a) 3 Gleichungen mit 3 Variablen
b) 3 Gleichungen mit 2 Variablen (mehr Gleichungen als Variable —iiberbestimmtes LGS
c) 2 Gleichungen mit 3 Variablen (mehr Variable als Gleichungen —unterbestimmtes LGS

Das Ziel bei der Lésung eines LGS besteht darin, dass ihr fur jede Variable eine Zahl findet,
so dass alle Gleichungen des LGS gel6st werden.
Fir das LGS in Beispiel 1.1 a) ist die Losung x, =1, x, =2 , X, =3, was ihr durch

Einsetzen der Zahlen in die 3 Zeilen nachprifen kdnnt:

Zeile 1: 1+2-2—-3=2 passt
Zeile 2: -5-1-2+4-3 =5 passt
Zeile 3: 6-1+2-3=5 passt

Diese Lésung war nun vorgegeben und ihr habt nur kontrolliert, dass die vorgegebene
Lésung tatsachlich eine ist. Wie schafft ihr es aber, diese Lésung selbst zu berechnen?

Wir betrachten im nachsten Beispiel zunachst ein einfaches LGS, bei dem man die Lésung
sofort ablesen kann.

Beispiel 1.2:
Gegeben ist folgendes LGS:
2X, +X, X3 = 1
3X, +%X3 = 9
o9x; = 15

Dieses LGS ist in der so genannten Stufenform dargestellt.
Ihr kdnnt es von unten nach oben I6sen:

Aus der 3.Zeile folgt: 5x, =15=x, =3
Aus der 2.Zeile folgt: 3x, +X; =9=3%, +3=9=X, =2
Aus der 1.Zeile folgt: 2x, +X, =X, =1=2x,+2-3=1= X, =1

Die Lésungsmenge wird so dargestellt: L = {(1]| 2|3)}
Hier darf die runde Klammer in den geschweiften Klammern nicht vergessen werden.
Die Losung muss entsprechend den Variablen sortiert aufgeschrieben werden.
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1.1 Das GauB-Verfahren

Damit ihr ein LGS I6sen konnt, musst ihr es zunachst auf eine Stufenform bringen.
Hierzu stehen euch folgende Umformungsmoglichkeiten zur Verfigung:

e Zwei Gleichungen des LGS vertauschen
e Eine Gleichung mit einer beliebigen Zahl b # 0 durchmultiplizieren
e Zwei Gleichungen addieren oder subtrahieren

Das Rechenverfahren, um ein LGS in die Stufenform zu bringen, wird GauB-Verfahren
genannt. Dieses Gaul3-Verfahren wird in Beispiel 1.3 vorgestellt:

Beispiel 1.3:

Umwandlung eines LGS in Stufenform
X, +X, +4x;, = 14
2X, +X, +2x, = 10
5x, +2x, +3x, = 18

Um Schreibarbeit zu sparen, schreibt man das LGS zunachst in eine Matrix. Hierbei werden
nur die Koeffizienten (Zahlen vor den Variablen) und die Ergebnisspalte des LGS in
Tabellenform aufgeschrieben. Die Variablen lasst man weg.

1 1 4/14
2 1 2/10
5 2 318

1.Schritt:

Im ersten Schritt mlsst ihr erreichen, dass die Zahlen in der linken Spalte unterhalb der
obersten Zahl zu "0" werden.

Dies erreicht ihr durch Addition der 1. und 2.Zeile bzw. der 1. und 3.Zeile.

1 1 4414 |-(-DI~(—5) —

2 1 2/10
5 2 3/18 D

Hinweis:

Damit die Zahl 2 in der 1.Spalte zu 0 wird, musst ihr vorher die 1.Zeile mit -2 multiplizieren,
damit bei der Addition -2 + 2 = 0 ergibt. Bei der Addition der 1. und 3.Zeile muss die 1.Zeile
zunachst mit -5 multipliziert werden.

Die Pfeile bedeuten jeweils eine Addition der entsprechenden Zeilen, wobei die Pfeilspitze

dort hinzeigt, wo das Ergebnis der Summe stehen soll.

Die Zeile, von der die Pfeile wegzeigen (hier die 1.Zeile) schreibt ihr wieder ab.
Die Multiplikation mit -2 bzw. mit -5 erfolgt nur bei der Addition der Zeilen.

1 1 4 |14
Ergebnis: |0 -1 -6 |-18
0 -3 -17|-52
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2.Schritt:

Im zweiten Schritt misst ihr durch Addition der 2. und 3. Zeile erreichen, dass der untere
Eintrag (hier -3) zu 0 wird. Auch hier musst ihr vorher die Zeilen mit geeigneten Zahlen
durchmultiplizieren.

Die

1 1 4 |14

0 -1 -6|-18]|(-3)
0 [3]-17|-52 P

2. Zeile, von der der Pfeil weg zeigt, wird dabei wieder abgeschrieben.
1 1 4|14
Ergebnis in Stufenform: [0 -1 -6/-18
0O 0 1|2

Nun besitzt unser LGS die geforderte Stufenform und wir kbnnen es von unten nach oben
I6sen:

Aus der 3.Zeile folgt: x; =2
Aus der 2.Zeile folgt: -x, -6-2=-18 = x, =6
Aus der 1.Zeile folgt: x,+1-6+4-2=14=x,=0

Losungsmenge: L={(0]6]2)}

VORSICHT FALLE:

Im 2.Schritt in Beispiel 1.3 dirft ihr nicht die 1. und 3.Zeile miteinander verrechnen, weil
dadurch die Zahl 0 links unten, den ihr im 2.Schritt erzeugt habt, wieder zerstért werden
wlrde.

Wenn zu Beginn der Eintrag links oben 0 ist (siehe Fall A) oder einer komplizierten Zahl
entspricht (siehe Fall B), solltet ihr zunachst die Zeilen vertauschen.

Fall A: Fall B:

0 4 -5|9 1 2 317 7 1 -4]-5 11 2|9
21 31|=|12 1 31 11 2|9 |=|7 1 -4|-5
1.2 317 0 4 -5|9 5 2 3|6 5 2 3|6

Die Vertauschung im Fall B ist sinnvoll, weil ihr dann im 1.Schritt mit einfacheren Zahlen
multiplizieren kénnt.

Anstatt 2 Zeilen zu addieren durft ihr auch Zeilen subtrahieren. Allerdings passieren beim
Subtrahieren erfahrungsgemal mehr Rechenfehler.
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1.2 Ldésungsmengen von linearen Gleichungssystemen

In den Beispielen in Kapitel 1.1 hatten die LGS immer genau eine Lésung.
Dies ist jedoch nicht immer so, wie die folgenden beiden Beispiele zeigen.

Beispiel 1.4:
X, =3X, 42X, = -1
2x, +4x, X, = 3
X, +7x, -3X; = 4
1 -3 2|1
Umwandlung in eine Matrix: 2 4 -13
1 7 -3|4
1 -3 2|1 {2 —— [(=1) —
1.Schritt: 2 4 13 —
4—__
1 7 -3|4
1 -3 2|1
2.Schritt: 0 10 -5/5| [(-1) —
0 10 -5|5 -«
1 -3 2|1
Stufenform: 0 10 -5|5
0O 0 0|0

Die 3. Zeile der Matrix ist eine Nullzeile und stellt die wahre Aussage 0 = 0 dar.

Da ihr mit der 3.Zeile nichts berechnen kdnnt, kdnnt ihr diese Zeile fur die weitere
Berechnung ignorieren.

Dadurch bleibt ein unterbestimmtes LGS stehen, das mehr Variablen (3) als Gleichungen
(2) besitzt. Das LGS besitzt unendlich viele Lésungen.

Um eine dieser unendlich vielen Lésungen zu bestimmen, beginnt ihr mit der 2.Zeile:
10x, —-5x, =5.

Nun gebt ihr fiir eine Variable eine beliebige Zahl vor, z.B. x, =0

Daraus folgt 10-0-5x, =5= X, =—1

Aus der 1.Zeile folgt: x,-3:0+2-(-1)=-1<x, =1

Eine Ldsung lautet also (1]0]-1).

Beispiel 1.5:
Lése das LGS
X, 42X, +3X, = 1
—Tx, —TX, = 2
3x, -8x, -5x, = 5
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1 2 311
Umwandlung in eine Matrix: 0 -7 7|2
3 -8 -5/5
1 2 31 [{8) —
1.Schritt: 0 -7 7|2
3 -8 -5/5
1 2 31
2.Schritt: 0 -7 -712| (2 —
0 —-14 -14)2 -
1 2 3|1
Stufenform: 0 -7 -7\2
0O 0 0|2

Die 3.Zeile der Matrix zeigt einen Widerspruch: 0 = -2
Das heil’t, dass das LGS keine Losung besitzt.

Ein LGS kann eine der folgenden Lésungen besitzen:
1.) keine Losung (Beispiel 1.5)

2.) genau eine Lésung (Beispiel 1.2 und 1.3)

3.) unendlich viele Lésungen (Beispiel 1.4)

Ubungsaufgaben

Aufgabe 1-1: (ll)

Untersuche, ob das LGS eine, keine oder unendlich viele Lésungen hat.

Falls es eine Losung hat, bestimme diese. Falls es unendlich viele Losungen hat, gib 2
Lésungen an.

X, -3x, = -1 X, +X, X3 = 0
a) 2X, +X, +2X; = 4 b) 2x, -x, -5x; = 3
3X,  +2X, = 2 X, 43X, +X; = -2
4x, -3x, +7x; = 1 -X; -9, +8x; = 5
c) 5x, -4x, +6x; = 5 d 2x, +4x, -3x, = 12
2X, —X, +9x; = -7 3X;, X, 42X; = -2
X, 42X, +X3 = 9 X, 43X, = 1
e) -2X;, X, +5%; = 5 fy 2x, #4x, x5 = 0
X, X, +3X; = 4 X, X, X5 = -1
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Aufgabe 1-2: (I)
Gib zwei Lésungen des folgenden LGS an:

-3 =5
2x, +3x, -4x, = 0 X 7% T
a) b) X, +2x, = 1
X, +5x, = 4 0.x 0
. 2 =

Aufgabe 1-3: (lll)

4
Erganze das LGS Xi 3% *a um eine weitere Gleichung, sodass das LGS

X,  +2X,

a) eine Lésung
b) keine Lésung
c) unendlich viele Lésungen besitzt.

Aufgabe 1-4: (ll)

Entscheide, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind und begriinde.
a) Es gibt LGS mit 2 Gleichungen und 3 Variablen, die keine Lésung besitzen.
b) Ein LGS mit 3 Gleichungen und 3 Variablen hat immer genau eine Lésung.
c) Hat ein LGS mehr als eine Lésung, dann hat es unendlich viele Lésungen.

Aufgabe 1-5: (lll)

Gegeben ist ein LGS mit 3 Gleichungen und 3 Variablen.

Entscheide, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind und begriinde.

a) Enthalt ein LGS die Gleichung 0-x, =2, so besitzt das LGS keine Lésung.

b) Enthalt ein LGS die Gleichung 0-x, =0, so besitzt das LGS unendlich viele Lésungen.

c) Enthalt ein LGS die Gleichung x, =4 , so besitzt das LGS genau eine Lésung.



