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Vorwort

Zunachst einmal bedanken wir uns flr das Vertrauen, das ihr uns mit dem Kauf dieses
Buches entgegengebracht habt!

Der darin enthaltene Stoff der Stochastik ist auf den Inhalt der Abiturprifung 2027 und
2028 von Baden-Wiirttemberg fiir berufliche Gymnasien (grundlegendes
Anforderungsniveau, gAn) abgestimmt.

Das Buch soll euch bei der erfolgreichen Vorbereitung auf Klausuren und die Abiturprifung
unterstitzen.

In den einzelnen Kapiteln stellen wir zunachst die einzelnen Themen und die erforderlichen
Formeln und Rechenwege mit Hilfe von vielen Beispielen ausfihrlich vor.

Nach jedem Kapitel findet ihr viele Ubungsaufgaben, bei denen der jeweilige
Anforderungsbereich steht.

Anforderungsbereich |I: Reproduktion des Stoffes (einfache Grundaufgaben)
Anforderungsbereich II: Herstellung von Zusammenhangen (mittelschwere Aufgaben)
Anforderungsbereich lll: Verallgemeinerung und Reflexion (schwierigere Aufgaben)

Fir das Erreichen von mindestens 5 Notenpunkten missen die Aufgaben zum
Anforderungsbereich | und teils auch vom Anforderungsbereich Il gelést. werden.

Far das Erreichen von mindestens 11 Notenpunkten missen die Aufgaben zu allen 3
Anforderungsbereichen geldst werden.

Damit habt ihr die Méglichkeit zu prifen, ob ihr den Stoff auch tatsachlich verstanden habt
und wie euer ungefahrer Leistungsstand ist.

Die Musterlésungen aller Ubungsaufgaben aus dem Buch werden als pdf-Dateien iiber einen
geschlossenen Download-Bereich auf unserer Homepage zur Verfiigung gestellt.

@
' VORSICHT FALLE:
Nach unserer Erfahrung hilft es euch, wenn wir nicht nur darstellen, wie etwas gemacht wird,
sondern auch, welche typischen Fehler auftreten kénnen.
Daher findet ihr in dem Buch zwischendurch auch ,Vorsicht Falle* — Hinweise mit typischen

Fehlern, die aufgrund unserer langjahrigen Erfahrung immer wieder gemacht werden.

In diesem Buch sind keine Original-Abiturprifungsaufgaben der vergangenen Jahre
enthalten.

Die alten Abituraufgaben kénnt ihr inkl. Losungen kostenfrei auf www.mathe-aufgaben.com
unter dem Mentpunkt Aufgaben -> Abitur herunterladen.

Anregungen und konstruktive Kritik zu diesem Buch werden von uns gerne
entgegengenommen.

Viel Erfolg bei der Bearbeitung dieses Buches und alles Gute fiir eure Abiturpriifung!

Euer Team von mathe-aufgaben.com
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1 Zufallsexperimente und Pfadregeln

Unter Zufallsexperimenten versteht man Experimente, bei denen vor der
Durchfuhrung des Experimentes zwar bekannt ist, welche Ergebnisse prinzipiell
madglich sind, aber der Ausgang des Experimentes nicht vorhersagbar ist und vom
LZufall* abhangt.

Zufallsexperimente treten im taglichen Leben auf, da fast alle Geschehnisse mit einer
gewissen Unsicherheit behaftet sind. Zufallsexperimente treten nicht nur bei
Glucksspielen wie Lotto, Wirfeln oder Roulette auf, sondern auch in der Medizin
(Wirksamkeit von Medikamenten) oder bei Versicherungen (Wahrscheinlichkeit fur
den Eintritt eines Schadens).

Ein Zufallsexperiment kann einstufig oder mehrstufig sein.

Zufallsexperimente nennt man einstufig, wenn das Experiment nur einmal
durchgefuhrt wird (z.B. es wird einmal gewdurfelt, einmal eine Kugel aus einer Urne
gezogen).

Haufig werden Zufallsexperimente jedoch mehrmals hintereinander durchgefihrt
(mehrmaliges Wurfeln, mehrmaliges Drehen eines Glucksrades,...).
Dann spricht man von einem mehrstufigen Zufallsexperiment.

1.1 Begriffe Ergebnismenge, Ereignis, Gegenereignis
In der Stochastik tauchen spezielle Begriffe auf, die ihr nun kennenlernt.
Begriff Ergebnismenge:

Die Ergebnismenge wird haufig mit S abgekurzt.
Diese Menge enthalt alle Ergebnisse, die bei einem Zufallsexperiment auftreten
konnen.

Hier einige Beispiele von Ergebnismengen fur einstufige Zufallsexperimente:

Beispiel 1.1:

a) Man wurfelt einmal mit einem Spielewurfel. Ergebnismenge: S = {1,2,3,4,5,6}.

b) Bei der Ziehung eines Loses in einer Tombola kann eine Niete oder ein Gewinn
gezogen werden. Ergebnismenge: S = {Gewinn, Niete}.

c) Beim Werfen einer Mlinze kann Zahl oder Wappen fallen.
Ergebnismenge S = {Zahl, Wappen}.

d) Eine Urne enthalte rote, blaue und schwarze Kugeln. Aus der Urne wird eine
Kugel gezogen. Ergebnismenge: S = {blau, rot, schwarz}.

Bei mehrstufigen Zufallsexperimenten musst ihr bei den mdglichen Ergebnissen
jeweils die Reihenfolge beachten, in der die Ergebnisse jedes einzelnen Versuches
nacheinander auftreten kdnnen.
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Beispiel 1.2:
a) Man wirft zweimal eine Minze mit den Seiten W = Wappen und Z=Zahl.
Ergebnismenge S = { (W;W), (W;2), (Z;W), (Z;2) }

b) Man zieht zwei Kugeln aus einer Urne mit blauen und wei3en Kugeln:
Ergebnismenge S = { (b;b), (b;w), (w;b), (b;b) } .

Die runden Klammern stellen eine geordnete Menge dar.
(b;w) heildt, dass zuerst eine blaue und dann eine weil’e Kugel gezogen wird.
(w;b) heildt, dass zuerst eine weille und dann eine blaue Kugel gezogen wird.

Begriff Ereignis:

Ein "Ereignis" ist eine Menge, in der nur bestimmte Ergebnisse der Ergebnismenge
enthalten sind.

Beispiel 1.3:

Ein Warfel wird einmal geworfen mit der Ergebnismenge S ={1, 2, 3,4, 5,6}
Ereignis A: ,Augenzahl ist gerade” — in Mengenschreibweise A = {2, 4, 6}

Ereignis B: ,Augenzahl ist kleiner als drei“ — in Mengenschreibweise B = {1, 2}
Ereignis C: ,Augenzahl ist grol3er als sechs“ — in Mengenschreibweise C = { }
Ereignis D: ,Es wird eine Primzahl gewurfelt® — in Mengenschreibweise D = {2, 3, 5}

Man sagt, dass ein Ereignis "eingetreten" ist, wenn eine Zahl, die in der
Ereignismenge enthalten ist, gewurfelt wird.

In Beispiel 1.3 wurde gelten:
Wird die Augenzahl 2 gewdrfelt, sind die Ereignisse A, B und D eingetreten.
Wird die Augenzahl 1 gewadrfelt, ist das Ereignis B eingetreten.

Beispiel 1.4:

Eine Minze wird zweimal geworfen mit S = { (W;W), (W;2), (Z;W), (Z;2) }
Ereignis A: ,genau einmal Wappen® — in Mengenschreibweise A = { (W;Z), (Z;W)}
Ereignis B: ,niemals Wappen“ — in Mengenschreibweise B = { ZZ }

Begriff Gegenereignis:

Zu jedem Ereignis A_gibt es ein Gegenereignis, das mit A bezeichnet wird.

Das Gegenereignis A ist eine Menge, in der alle Ergebnisse enthalten sind, die zwar
in der Ergebnismenge S, aber nicht im Ereignis A enthalten sind.
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Beispiel 1.5:
Ein Warfel wird einmal geworfen mit der Ergebnismenge S = {1,2, 3, 4, 5, 6}.

Ereignis A: "Augenzahl ist grofer als 3" — in Mengenschreibweise A = {4, 5, 6}
Gegenereignis A : "Augenzahl ist kleiner oder gleich 3", also A ={1,2,3}

Ereignis B: "Augenzahl ist héchstens 4" — in Mengenschreibweise B = {1,2,3, 4}
Gegenereignis B : ,Augenzahl ist grofder als 4", also B = {5,6}

Ereignis C: "Augenzahl ist durch 3 teilbar”, also C = {3, 6}
Gegenereignis C: "Augenzahl ist nicht durch 3 teilbar", also C = {1,2,4,5}

@ VORSICHT FALLE:

Bei der Formulierung eines Gegenereignisses passieren gerne Fehler, wenn Begriffe
wie "mindestens" oder "hdchstens" ins Spiel kommen.

Zufallsexperiment: Drehen eines Glicksrades mit den Feldern 1 - 12.

Ereignis A Gegenereignis A

Feldzahl ist > 7 ("gréRer als 7") Feldzahlist <7 ("héchstens 7")
Feldzahl ist > 7 ("mindestens 7") Feldzahlist <7 ("kleiner als 7")
Feldzahl ist < 7 ("kleiner als 7") Feldzahlist > 7 ("mindestens 7")
Feldzahl ist <7 ("hochstens 7") Feldzahl ist > 7 ("grolder als 7")

1.2 Relative Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit von Ereignissen

Das Ergebnis eines Zufallsexperiments kénnt ihr nicht vorhersagen.

Ihr kdnnt aber berechnen, wie wahrscheinlich es ist, dass ein bestimmtes Ergebnis
eintreten wird.

Diese Wahrscheinlichkeit hangt eng mit dem Begriff der relativen Haufigkeit
zusammen. Relative Haufigkeiten konnt ihr berechnen, wenn ihr ein
Zufallsexperiment mehrfach durchfuhrt.

Beispiel 1.6:

Ein Wurfel wird 500-mal geworfen und mit einer Strichliste notiert, wie haufig die
einzelnen Ergebnisse auftreten. Die Anzahl der Striche flr die einzelnen Ergebnisse
wird absolute Haufigkeit genannt. In der folgenden Tabelle ist dargestellt, welche
Augenzahlen mit welcher Haufigkeit aufgetreten sind:

Augenzahl 1 2 3 4 5 6

Absolute Haufigkeit 80 86 78 84 90 82
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Die absolute Haufigkeit eines Ergebnisses sagt aus, wie oft das einzelne Ereignis bei
der mehrmaligen Ausfuhrung des Zufallsexperiments aufgetreten ist.

Die Summe der absoluten Haufigkeiten der einzelnen Ergebnisse muss die Anzahl
aller Versuche ergeben.

Die Information dartber, dass 80-mal die Augenzahl "1" gewdurfelt wurde, ist alleine
nicht viel wert, da in der Anzahl "80" nicht die Aussage enthalten ist, wie oft
insgesamt gewurfelt wurde.

Um beurteilen zu kdnnen, ob man in einem Versuch nun besonders haufig bzw.
besonders selten eine bestimmte Augenzahl gewurfelt hat, bendtigt man die relative
Haufigkeit der einzelnen Ergebnisse.

Die relative Haufigkeit eines Ergebnisses gibt das Verhaltnis der absoluten Haufigkeit
des Ergebnisses zu der Anzahl der Versuche an:

absolute Haufigkeit des Ergebnisses
Anzahl aller Versuche

relative Haufigkeit =

FUr die obigen Augenzahlen ergeben sich folgende relativen Haufigkeiten:

Augenzahl 1 2 3 4 5 6
Relative 80 86 78 84 90 82
Haufigkeit 500 500 500 500 500 500

Die unterschiedlichen relativen Haufigkeiten der einzelnen Augenzahlen liegen
natlrlich an der Zufalligkeit beim Wuirfeln. Wenn man nochmals 500-mal wurfeln
wurde, kann es sein, dass die Augenzahl "5" weniger auftritt und dafur die Augenzahl
"1" haufiger.

Die relative Haufigkeit eines Ergebnisses ist keine stabile Groe, sondern immer
abhangig vom konkret durchgefuhrten Experiment. Man kann also keine relative
Haufigkeit eines Ergebnisses angeben, ohne das Experiment selbst durchgefihrt zu
haben.

Wenn man ein Experiment jedoch sehr haufig durchflhrt (zum Beispiel 6000mal
Warfeln) und aufgrund der Symmetrie des Waurfels keine bestimmte Augenzahl
bevorzugt ist, wirde man feststellen, dass sich die relativen Haufigkeiten zwischen
den einzelnen Augenzahlen kaum noch unterscheiden.

Der Sachverhalt, dass die relativen Haufigkeiten der einzelnen Ergebnisse bei sehr
haufiger Durchfiihrung eines Experiments eine stabile Zahl ergeben, wird als Gesetz
der groBBen Zahlen bezeichnet

Diese stabile Zahl wird dann als Wahrscheinlichkeit fur das jeweilige Ergebnis
festgelegt.

Um beispielsweise festzustellen, wie grofd die Wahrscheinlichkeit ist, dass eine
zufallig ausgewahlte Person Linkshander ist, bendtigt man die relative Haufigkeit fur
einen Linkshander.

Wenn sich unter 2000 zufallig ausgewahlten Personen 300 Linkshander befinden,

betragt die relative Haufigkeit ﬂ:0,15 .
2000

Die Wahrscheinlichkeit fur einen Linkshander wirde man dann mit 0,15 ansetzen.
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Bei den meisten Experimenten, die in der Schule betrachtet werden, ist die Angabe
solch einer relativen Haufigkeit jedoch nicht notwendig.

Bei vielen Zufallsexperimenten besitzt jedes einzelne Ergebnis der Ergebnismenge
aus physikalischen und symmetrischen Eigenschaften dieselbe
Eintrittswahrscheinlichkeit.

Beispiele:
e Werfen einer idealen Minze
e Wirfeln mit einem idealen Wiirfel
e Drehen eines Glucksrades mit lauter gleich groRen Feldern
e Ziehung einer bestimmten Kugel aus einer Urne mit lauter unterschiedlichen
Kugeln

Solche Experimente nennt man Laplace-Experimente.

Unter einer "idealen Munze" oder einem "idealen Wurfel" versteht man solche, die
vollkommen symmetrisch sind (also nicht verbeult oder in irgendeiner Form
bearbeitet sind).

Dies hat zur Konsequenz, dass jede Munzseite bzw. Wurfelseite dieselbe Chance
besitzt, geworfen zu werden.

Wahrscheinlichkeitsberechnung bei Laplace-Experiment

Ein Zufallsexperiment ist ein Laplace-Experiment, wenn jedes Ergebnis dieselbe
Wahrscheinlichkeit besitzt.

Wenn n verschiedene Ergebnisse moglich sind, ist die Eintrittswahrscheinlichkeit fur

jedes Ergebnis 1
n

Fur die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ereignis A eintritt, gilt die
Wahrscheinlichkeitsformel:

_ Anzahl der Elemente in A Zahl der fir A gunstigen Falle
Anzahl der Elemente in S Zahl aller mdglichen Falle

P(A)

Beispiel 1.7:

a) Warfeln mit einem idealen Warfel mit Ergebnismenge S = {1,2,3,4,5,6}
Jedes einzelne Wirfelergebnis besitzt die Eintrittswahrscheinlichkeit %

Das Ereignis A: "Wurfeln einer geraden Augenzahl" mit A = {2,4,6} besitzt die
Wahrscheinlichkeit P(A) = % = % .
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b) Drehen eines Glucksrades mit 5 gleich grofden Feldern und der Ergebnismenge
S ={1,2,3,4,5}

Die Eintrittswahrscheinlichkeit fur jedes Feld betragt %

Das Ereignis B: "Drehen einer Zahl grof3er als 3" mit B = {4,5} besitzt die

Wahrscheinlichkeit P(B) :g.

c) Eine Urne enthalt 20 Kugeln mit den Nummern 1 - 20. Aus der Urne wird eine
Kugel gezogen. Die Ergebnismenge lautet S = {1,2,...,20}.
Die Eintrittswahrscheinlichkeit eine Kugel mit einer bestimmten Nummer zu

ziehen betragt 1 .
20

Das Ereignis C: "Ziehen einer Kugel mit einer Nummer groRer als 10" mit

C ={11,...,20} besitzt die Wahrscheinlichkeit P(C) = %

Far Wahrscheinlichkeiten gelten die folgenden Regeln:

Fir jedes Ereignis A gilt 0 <P(A) <1
Gilt P(A) = 0, dann tritt das Ereignis nie ein (,unmaogliches Ereignis®)
Gilt P(A) = 1, dann tritt das Ereignis immer ein (,sicheres Ereignis®)

Beispiel 1.8:

a) Aus dem Wort SCHAUFENSTERSCHEIBE wird zufallig ein Buchstabe
ausgewahilt.
Das Wort besteht aus 19 Buchstaben.

Wabhrscheinlichkeit fur ein ,S“ P("S") = % (3 der 19 Buchstaben sind gunstig)

Wahrscheinlichkeit fur ein ,E“: P("E") = % (4 der 19 Buchstaben sind gunstig)

b) Eine Lostrommel enthalt 400 Lose, 360 davon sind Nieten.
Es wird ein Los gezogen.

P(Ziehung einer Niete) = 360 _9
400 10
c) Eine Urne enthalt 5 rote, 3 blaue und 2 weifle Kugeln. Es wird 1 Kugel gezogen.
: 5 1 : 3
P(Kugel istrot) = —=— P(Kugel ist blau) = —
(Kug ) =3073 (Kug )= 0

P(Kugel ist weil3) = 2 :1 P(Kugel ist nicht weil3) = 8 :i
10 5 10 5
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d) Ein Glucksrad besteht aus zwei Feldern: Ein rotes Feld mit Mittelpunktswinkel
210° und ein grunes Feld mit Mittelpunktswinkel 150°.

P(Gllcksrad bleibt auf rotem Feld stehen) = 210° _ 7
360° 12
150° 5

P(Gllcksrad bleibt auf griinem Feld stehen) = =
360° 12

In dem folgenden Beispiel mussen relative Haufigkeiten vorgegeben sein, damit ihr
Wahrscheinlichkeiten berechnen konnt.

Beispiel 1.9:

a) Bei einer Schraubenproduktion sind 2% aller Schrauben defekt.

P(eine zufallig gezogene Schraube ist in Ordnung) = =98%=%
b) Von 150 Personen in einer Firma kommen 40 Personen mit dem Bus
Also gilt: P(eine zufallig ausgewahlte Person kommt mit dem Bus) = %z%

1.3 Baumdiagramme und Pfadregeln

Damit ihr Wahrscheinlichkeiten bei mehrstufigen Zufallsexperimenten berechnen
konnt, bendtigt inr Baumdiagramme.

In einem Baumdiagramm konnt ihr alle moglichen Ergebnisse eines mehrstufigen
Zufallsexperiments veranschaulichen. Jedes einzelne Ergebnis wird durch einen
Weg (=Pfad) in dem Baumdiagramm symbolisiert.

Beispiel 1.10:

a) Eine Munze mit den Seiten Z(ahl) und W(appen) wird zweimal hintereinander
geworfen.

Es gibt 4 verschiedene Pfade, die ihr von

links nach rechts durchlaufen kénnt. e 1.(22)
Diese 4 Pfade sind (Z;Z) bzw. (Z;W) bzw. e

(W;Z) bzw. (W;W). W) 2.z
Dies sind gleichzeitig die Elemente der

Ergebnismenge e 3. (W2)
S ={(Z2), (Z;W), (W;Z), (Z;2) } (W)

(W) 4. (ww)
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b) Eine Urne enthalt gelbe, schwarze und weil3e Kugeln. Es werden zwei Kugeln
gezogen. Es gibt 9 verschiedene Pfade, die ihr von links nach rechts durchlaufen

konnt.
Diese Pfade sind die Elemente der Ergebnismenge

S ={(g:9), (g;w), (g:8), (W;9), (W;w), (W;8), (S;9), (S;W), (S;8) }

(o) 1.0
(9) (w) 2w
(s) 3.9

f\/@ )
W @ 5. (w,w)
\J\® o )

(9) 7.60)
(s) (W) 8w
(s) 9659

Um mit Baumdiagrammen Wahrscheinlichkeiten zu berechnen, musst ihr bei den
einzelnen Asten Wahrscheinlichkeiten notieren, mit denen das Ergebnis am Ende
des Astes erreicht wird.

Beispiel 1.11:
Aus einer Urne mit 2 blauen, 5 grinen und 3 weil3en Kugeln werden nacheinander

zwei Kugeln gezogen.

Ziehung mit Zuriicklegen Ziehung ohne Zurilicklegen




