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1. Beschranktes Wachstum

Aufgabe 1:

Eine Stiftung zahlt zu Beginn eines jeden Jahres 20% des jeweiligen Stiftungsvermdgens an
begabte Schiler aus. Sponsoren lassen der Stiftung im Lauf jedes Jahres durch Spenden
9.000 € zukommen. Am Ende des Jahres 2015 betrug das Vermdgen der Stiftung

38.000 €. Fur die Rechnung wird angenommen, dass das Vermdgen nicht verzinst wird.

a) Gib in einer Tabelle die Entwicklung des Stiftungsvermégens vom Ende des Jahres 2015
bis zum Ende des Jahres 2019 an.

b) Wie grol® war das Vermdgen der Stiftung am Ende des Jahres 20147

c) Bei der geschilderten Situation nimmt das Stiftungsvermdgen zu.
Untersuche, ob es unbegrenzt wachst.

Aufgabe 2:

Herr und Frau P. haben je 100.000 € geerbt. Jeder legt dieses Geld auf einem eigenen
Konto an; die Guthaben werden jahrlich mit 5% verzinst.

Jedes Jahr, nachdem der Zins auf den Konten gutgeschrieben wurde, hebt jeder von seinem
Konto einen Betrag ab, und zwar Herr P. stets 10.000 € und Frau P. stets 10% des
Geldbetrags auf ihrem Konto.

a) Erganze die folgende Tabelle. Runde die Geldbetrage auf €.

Zeit Guthaben auf dem Konto Guthaben auf dem Konto
von Herrn P. in € von Frau P. in €
Nach 1 Jahr 95.000 94.500

Nach 2 Jahren

Nach 3 Jahren

Nach 4 Jahren

b) Beschreibe den Unterschied in der langfristigen Entwicklung der Guthaben von Herrn P.

und Frau P. ohne weitere Rechnung.
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2. Logistisches Wachstum

Aufgabe 3:

In einem neu angelegten Fischteich werden 200 Fische ausgesetzt; man erwartet, dass ihre
Anzahl nach einem logistischen Wachstum zunimmt, da der See hdchstens 8000 Fischen
Lebensraum bietet.

a) B(n) sei die Anzahl der Fische n Jahre nach Anlegen des Teiches.

Im ersten Jahr nimmt die Anzahl der Fische um 30% zu.
Die Zahl der Fische lasst sich mit Hilfe der folgenden Formel berechnen:

B(n+1)=B(n)+k-B(n)- (8000 —B(n)) )
Bestimme k. Wie grol} ist die Anzahl der Fische nach 4 Jahren?

b) Gib fur die ersten Jahre als Naherung ein Gesetz fir exponentielles Wachstum an, das
den Fischbestand beim Aussetzen der Fische und nach einem Jahr exakt wiedergibt.
Wie viel Prozent betragt der Fehler fur die Anzahl der Fische nach 4 Jahren, wenn man
mit dieser Naherung arbeitet?

c) Indem Teich sind 1000 Fische. Wie viele Fische kann man jahrlich fangen, ohne dass
der Bestand zurtickgeht?
Verwende die Formel (*) aus Teilaufgabe a) mit k = 0,0000385.

Aufgabe 4:
Ein Walnussbaum ist bei Beobachtungsbeginn 3,6m hoch.
Ein Jahr spater misst er schon 4,1m.

a) Man nimmt an, dass der Baum exponentiell wachst. Wie hoch ware er 4 Jahre nach
Beobachtungsbeginn? (Runde auf dm).
Wann ware er etwa 15m hoch?

b) Das Baumwachstum bis zur Endhéhe von 15m wird durch logistisches Wachstum besser
beschrieben. Dabei qilt:

H(n+1)=H(n)+k-H(n)- (15 -H(n))

wobei H(n) die Baumhodhe (in Metern) nach n Jahren angibt.
Welche Baumhdhe ist dann 4 Jahre nach Beobachtungsbeginn zu erwarten?
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Aufgabe 5:

a)

In einem Land nimmt die Bevolkerungszahl jahrlich um 2,5% zu.

Im Jahr 2020 lebten dort 55 Millionen Menschen. Wie hoch wirde demnach die
Bevolkerungszahl im Jahr 2030 sein?

In welchem Zeitraum wuirde sich die Bevdlkerungszahl verdoppeln?

Folgende Tabelle zeigt die Entwicklung der Einwohnerzahl eines kleinen Staates in den
letzten beiden Jahrzehnten:

Jahr 2000 | 2010 |2020
Bevolkerungszahl in Millionen 446 |5,28 |6,07

Prognosen besagen, dass das Wachstum der Einwohnerzahl kiinftig naherungsweise
einem Gesetz der Form

B(t+1) = B(t) + k -B(t)- (9 — B(t))

gehorcht (t in Jahrzehnten seit 2000; B(t) Bevolkerungszahl in Millionen).

Bestatige, dass die Daten der Tabelle ein solches Gesetz erflllen.

Auf welchen Wert wird die Bevolkerungszahl demnach bis zum Jahr 2050 anwachsen?
Begriinde, warum sich nach diesem Modell die Einwohnerzahl des Jahres 2020 nicht
mehr verdoppeln kann.

Aufgabe 6:
Fir eine Langzeitstudie werden in ein abgegrenztes Versuchsgelande 50 Mause ausgesetzt.

a)

Erfahrungsgemalf’ verdoppelt sich bei dieser Mauseart unter optimalen

Bedingungen die Zahl der Mause alle 9 Monate.

Um wie viel Prozent andert sich die Anzahl der Mause in einem Monat unter der
Annahme eines exponentiellen Wachstums? Nach welcher Zeit waren es 1000 Tiere?

Eine Zahlung ergab, dass dort nach einem Jahr 120 Mause leben. Ein Fachmann erklart,
dass auf einem Gelande dieser GréfRe wegen des begrenzten Platzes maximal 1000
Mé&use leben konnten. Er vermutet deshalb fur die Zahl der Tiere ein logistisches
Wachstum nach dem Gesetz

B(n+1)=B(n)+k-B(n)-(S—-B(n)), nin Jahren.

Wie viele Tiere wirden nach dieser Vermutung am Ende des zweiten und des dritten
Jahres auf dem Versuchsgelande zu erwarten sein?

In einem anderen Versuchsgelande gilt das Wachstumsgesetz
B(n+1)-B(n)=0,8-B(n)-0,0001-B(n)>

Auch in diesem Fall handelt es sich um ein logistisches Wachstum. Mit welchem Bestand
wird langfristig zu rechnen sein?
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Aufgabe 7:

Durch ungunstige 6kologische Bedingungen verringert sich der Bestand einer seltenen
Pflanze im tropischen Regenwald. Deshalb wird sie besonders beobachtet.

a) lhr Bestand nimmt jahrlich um 10% ab. Nach einer Schatzung gab es zu Beginn des
Jahres 2015 noch 1200 Exemplare dieser Pflanzenart. Wie viele Exemplare werden
voraussichtlich zu Beginn des Jahres 2030 noch vorhanden sein? Innerhalb welchen
Zeitraumes halbiert sich jeweils der Bestand?

b) Das Hohenwachstum einer solchen Pflanze wird verfolgt.
Bei Beobachtungsbeginn ist sie 0,70 m hoch, einen Monat spater 1,20 m.
Man nimmt logistisches Wachstum der Form

H(n+1)=H(n)+k-H(n)-(2,8 —H(n))

an (n in Monaten seit Beobachtungsbeginn ; H(n) in Metern).
Nach wie vielen Monaten hat die Pflanze mehr als 80% ihrer maximalen Hohe erreicht?

c) Wie hoch war die Pflanze nach diesem Modell einen Monat vor Beginn der
Beobachtung?

Aufgabe 8:

Eine Population von Grénlandwalen lebt in einem bestimmten Gebiet des Nordpolarmeeres.
Naturschitzer ermitteln seit dem Jahr 2005 durch Zahlungen jahrlich den Bestand der Tiere.
Dabei ergaben sich folgende Werte:

Beobachtungsjahr 2005 2006 2007 ... 2013 2014
Anzahl der Wale 800 912 1040 2136 2388
am Jahresende

a) Da die Wale keine natirlichen Feinde haben, kann man zunachst exponentielles
Wachstum vermuten. Zeige, dass die ersten drei Zahlungen diese Vermutung bestatigen.

b) Infolge des begrenzten Nahrungsangebotes kann die untersuchte Population héchstens
auf 10.000 Wale anwachsen. Auf lange Sicht ist es daher sinnvoll, logistisches
Wachstum der Form

B(n+1)=B(n)+k-B(n)-(S —B(n))

anzunehmen.
Ermittle aus den gegebenen Werten der Jahre 2013 und 2014 den voraussichtlichen
Walbestand am Jahresende 2016.

c*) Ab dem Jahr 2007 soll erstmals Walfang in geringem Ausmal} erlaubt werden, so dass
sich der Walbestand nach dem Gesetz

W(n+1)=W(n)+0,000015-W(n)- (10000 — W(n))-0,03 - W(n)
entwickeln wirde.
Welcher Anteil der Wale dirfte demnach jahrlich gefangen werden?

Zeige, dass immer noch logistisches Wachstum vorliegt, nun aber mit einem langfristigen
Bestand von 8000 Walen.
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Aufgabe 9:
In einer Fischzucht werden Lachse aufgezogen.

a)

Zu Beginn der Beobachtung betrug das Gesamtgewicht der vorhandenen Lachse

45.000 kg. Ohne Abfischen wirde sich dieses Gewicht alle 6 Monate verdoppein.

Stelle ein moégliches Wachstumsgesetz auf.

Nach welcher Zeit waren demnach 100.000 kg vorhanden?

Wie viel Lachs muss taglich abgefischt werden, damit der Anfangsbestand von 45.000 kg
konstant bleibt?

Das Gewicht eines einzelnen Lachses entwickelt sich nach folgendem Gesetz:
G(t+1)=G(t)+0,016-G(t)- (S-G(t))

t in Jahren seit Beobachtungsbeginn, G(t) in kg.

Zu Beginn der Beobachtung wiegt ein Lachs 7,2 kg, ein Jahr spater 10,0 kg.
Welches Gewicht kann dieser Lachs erreichen?

Nach wie vielen Jahren wird dieser Lachs mehr als 17 kg wiegen?

Aufgabe 10:

a)

Bei einer Studie zur Gewichtsentwicklung von Hennen, die nur Kérnerfutter bekamen,
wurde festgestellt, dass sich nach sechs Lebenswochen das Gewicht verfiinffacht hatte.
Eine Henne wog dann 350 g.

Um wie viel Prozent hatte das Gewicht pro Woche zugenommen, wenn man
exponentielles Wachstum annimmt?

Wann wog eine Henne 200 g?

Es stellte sich heraus, dass sich die Gewichtsentwicklung besser mit dem Gesetz
B(n+1)= 1,294‘B(n)—0,000147-(B(n))2 (n in Lebenswochen, B(n) in Gramm)

beschreiben lasst.

Zeige, dass es sich um logistisches Wachstum der Form
B(n+1)=B(n)+k-B(n)-(S-B(n))

handelt.

Welches Gewicht hat demnach eine Henne nach 8 Lebenswochen, wenn man von 350 g

nach 6 Lebenswochen ausgeht?

In der 6. Lebenswoche brauchte eine Henne 380 g, in der 7. Lebenswoche 460 g und in

der 8. Lebenswoche 532 g Kérnerfutter.
Der Futterverbrauch pro Woche und Henne verlief nach dem Wachstumsgesetz

F(n+1)=F(n)+k-(S—F(n)) (tin Lebenswochen, F(t)in Gramm)

Bestimme k und S.
Wie viel Gramm Futter braucht eine Henne hdchstens pro Woche?
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Aufgabe 11:

a) Ein Eisbar wiegt bei der Geburt 600 g, einen Monat spater bereits 1680 g.
In den ersten Lebensmonaten entwickelt sich sein Gewicht exponentiell. Wenn junge
Eisbaren mit ihrer Mutter erstmals die Schneehdhle verlassen, missen sie mindestens
10 kg wiegen, um Uberleben zu kénnen. Berechne, wann das Eisbarenjunge dieses
Gewicht erreicht.

b) Fir das Gewicht von Eisbaren sind derzeit folgende Richtwerte bekannt:
98 kg im Alter von einem Jahr, ein Jahr spater 170 kg und ausgewachsen 500 kg.
Man nimmt an, dass das Gewicht von Eisbaren ab dem Alter von einem Jahr dem
Gesetz des logistischen Wachstums folgt:

G(t+1) = G(t)+k-G(t)-[S-G(t)] (tin Jahren, G(t)in kg)
In welchem Lebensjahr Uberschreitet das Gewicht eines Eisbaren nach diesem Modell
250 kg?

Aufgabe 12:

Die folgende Tabelle zeigt die Entwicklung der Kundenanzahlen bei der Firma X fiir die
Jahre 2013 bis 2019 jeweils zum Jahresende in Millionen.

Jahr 2013 2015 2017 2019
Kunden in Mio 0,5 1,0 1,9 42

a) Begrunde, warum man aufgrund dieser Zahlen von der Annahme ausgehen kann, dass
fur die Jahre bis 2019 exponentielles Wachstum vorliegt.
Wie lautet das zugehorige Wachstumsgesetz?
Im Jahr 2018 waren es etwa 2,7 Millionen Kunden. Bestatigt dieser Wert die Annahme?

b) Die Firma X vermutet, dass sich insgesamt etwa 18 Millionen Kunden gewinnen lassen
werden, und dass logistisches Wachstum zu erwarten ist. Der jahrliche Zuwachs AB der
Kundenzahl wird sich daher mit der Gleichung AB =c -B(t)- (S —B(t)) beschreiben

lassen. Zeige unter Verwendung der Zahlen fir 2018 und 2019, dass sich ¢=3,6-10°
ergibt.
Mache eine Vorhersage fur die Kundenanzahlen in den Jahren 2020 und 2021.



