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Aufgaben ohne Hilfsmittel:

Aufgabe 1:

Gib eine Stammfunktion an:

a) f(x)=3x2—-2x+1 b)f@):ég c) f(x)=6x*-4x>+13
X

d) fU):%x3+5e”—9Mx) e) f(x)=2-/x—-6-Yx

f) f(x)=(x+6) 9) f(x)=%<4—x)4

h) f(x)=4e* +3e™ ) f(x)=5e*" +cos(4x —1)

. .1 X . 2

i) ﬂﬁ:—amg—z) k) f(x)=(e*-1)

Aufgabe 2:

Die Integralfunktion | ist flr alle reellen Zahlen definiert durch I(x) = I(Zt +1)dt.
1

Entscheide, welche der Aussagen wahr sind und begrinde deine Entscheidung.

a) I(x)=2.j-tdt+x—1 b) I(1)=0 c) I'(x)=2x+1
1

d) Die Funktion I(x) ist monoton wachsend.

Aufgabe 3:
Bestimme den Inhalt der Flache zwischen dem Graphen von f und der x-Achse Uber dem
Intervall [a;b]. Skizziere zunachst das Schaubild von f.

a) f(x)=%x2 1:2] b) f(x)=—x? ;[0;2]

c) f(x):%x—Z i [-3; 3]

Aufgabe 4:
Far welchen Wert von a gilt:

2

a
a) I%xzdx=34§ b) |(x-a)(x+a)dx=3
2

O —0

Aufgabe 5*:

X
Bestimme einen Funktionsterm der Integralfunktion J_, mit J_,(x) = J-f(t)dt.
-1
2 osus 3 2+t2 +1°
a) f(t)y=—e™ b) f(t)=—— c) f(t)=———=—
) T)=3 ) 1) =5 ) f(t) 30
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Aufgabe 6*:
a) Berechne das Integral und fasse das Ergebnis soweit wie moglich zusammen.
0 1 2n -
1) _j1(2x 7 dx 2) !25ln(0,5x)dx
b) Berechne z.
f 2 2
(1) j[4——2jdx=3 2) j( jdx:Z-In(Z)
/ X ‘\x+e
Aufgabe 7:
a) F seidie Stammfunktion von f. y
Entscheide, ob die Aussage wahr, ' °
falsch oder unentscheidbar ist. 1
Gib jeweils eine kurze Begriindung an. 1
(1) F hat bei x =0 ein Maximum. ’ 51
(2) F hatim Intervall [-2;2] nur positive AT Y200
Funktionswerte st
(3) F hatbei x ~-2 eine Wendestelle. 2t
(4) F hatbei x~=2,5 ein Minimum. .
(5) F hatbei x~2,5 eine B T
Wendestelle. —
(6) F istim Intervall [-4 ; O] monoton N
steigend L sl
(7) F(-2)-8<F(-4)
N/

b) Skizziere in die nebenstehende Abbildung den Graphen von F mit F(-4) = 0.

Aufgabe 8:

Gegeben ist die Funktion f durch f(x)=2x-0,5x?, 0<x<6

a) Skizziere das Schaubild K von f. Die x-Achse, K und die Gerade x = 6 begrenzen im
Bereich 4 <x <6 eine Flache. Berechne den Inhalt dieser Flache.

b) Bestimme die Gleichung der Tangente t an den Graphen von f im Punkt B(4/0).
Der Graph von f, seine Tangente in B(4/0) und die y-Achse begrenzen eine Flache.
Berechne ihren Inhalt.
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Aufgabe 9*:
4 1y |
Gegeben ist die Funktion f mit f(x)=—, 3 |
X G
x> 0. >t
Der Graph G von f, die x-Achse und die
Gerade x = 1 begrenzen eine ins Unendlich 1t N |
reichende Flache. Untersuche, ob ihr Inhalt —— X
einen Grenzwert hat. 0 1‘ 2‘ 3‘ T >
Aufgabe 10*:
Die Abbildung zeigt das Schaubild einer 1y
ganzrationalen Funktion f. \ 4
Begriinde, welche der folgenden Aussagen \\
tiber die Funktion F(x)= [ f(t)dt wahr und \ 3
0
2

welche falsch sind. /

\\ .
(1) F(2) <2

N !
(2) Der Graph von F ist fiir -1 < x < 1 eine 2 | 110 1 3
Linkskurve. -1 \\
(3) F(-2) ist positiv. 2T \
(4) F"(1) ist Null
Aufgabe 11:
In untenstehendem Koordinatensystem ist y
das Schaubild einer Funktion f i
eingezeichnet. 2
Die Funktion F sei eine Stammfunktion von f. 15
Welche der Aussagen sind wahr bzw. 05
falsch? Begrinde. X
15 -

a) Das Schaubild von F besitzt bei x = -1 ein relatives Minimum.
b) Das Schaubild von F besitzt bei x = 0 eine Wendestelle.

3
c) Esgilt: [f(x)dx =0
2

3
d) Esgilt [f(x)dx>0
0
e) Das Schaubild von F ist fur x < 0 streng monoton fallend.

4
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Aufgaben mit Hilfsmittel (WTR und Merkhilfe)

Aufgabe 12:
a) Bestimme den Flacheninhalt zwischen dem Schaubild von f(x)=x? —0,5x -3 und der

x-Achse.
b) Bestimme den Flacheninhalt zwischen den Schaubildern der Funktionen

f(x)=x% +x2+0,25x und g(x) =15x2 + 3,25x
Aufgabe 13:

Ein Wasser flihrender Stollen hat einen y
parabelfdrmigen Querschnitt von 6 m 51
Sohlenbreite und 4,5 m Scheitelhohe.

Wie viel m® Wasser kann der Stollen in

1 Sekunde flihren bei einer Fillung von 2,5
Meter und einer Hochstgeschwindigkeit des
Wassers von 4 m/s?

/3 2

Aufgabe 14:

Die Abbildung zeigt das Schaubild K, der Funktion f(x)=x+ sin(x) im Bereich
0 < x <27z sowie die Gerade g mit der Gleichung y = 27 und die Tangente h an das
Schaubild von f im Ursprung.

\ e

1 V3
a) Berechne j f(x)dx und j f(x)dx .
0 0

b) Zeige rechnerisch, dass sich die Gerade g und das Schaubild von f(x) an der Stelle
x =21 schneiden. Berechne den exakten Inhalt des markierten Flachensttcks.

c) In welchem Verhaltnis teilt die waagrechte Tangente an das Schaubild von f das
Flachenstiick aus Teilaufgabe b)?

d) In welchem Verhaltnis teilt die Tangente im Ursprung das Flachenstiick aus
Teilaufgabe b)?
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Aufgabe 15:
Die Temperatur eines Tages verlaufe nach der Gleichung y =15 —2—10(x —14)2.

Dabei bedeute y die Temperatur in °C und x die Zeit in Stunden, beginnend um 0 Uhr bei
x=0.

a) Berechne die mittlere Temperatur zwischen 0 Uhr und 12 Uhr.

b) Berechne die mittlere Temperatur zwischen 12 Uhr und 24 Uhr.

Aufgabe 16:

Bei einem 100 Meter — Lauf treten Laufer A und B gegeneinander an.

Laufer A sprintet mit der Geschwindigkeitsfunktion v ,(t)=0,25t+10-(1-e™").

Laufer B sprintet mit der Geschwindigkeitsfunktion v, (t)=12-(1-e™)+m-t>.

t ist jeweils die Zeit in Sekunden ab dem Start des Laufes und v(t) die Geschwindigkeit der
Laufer in Meter pro Sekunde.

a) Zeige, dass Laufer A ungefahr 9,8 Sekunden bendtigt.

b) Bestimme den Wert von m so, dass der Laufer nach 9,69 Sekunden ins Ziel kommt.
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Losungen

Aufgabe 1:
a) F(x)=x>-x%+x
b) f(x)=x2 = F(x)=—1-x" =—

X
c) F(x)=gx5 —x* +13x
d) F(x):%x4 +5e* + cos(x)

3 4

1 1 3 4
f) F(x) =%(x+6)8

1 s 1 _ 1., s
9) F(X)=E(4—X) i 15(4 X)
h) F(x)=2e** -3e™
. 5 5 1.
i) F(x)=§e +Zsm(4x—1)

i) F(x)= cos(%—%)-(—4) - 4. cos(% —%x)

k) f(x)=(e" —1) =e* - 2¢" +1:>F(x)=%e2x _2e* +x

Aufgabe 2:
Es gilt I(x)=j(2t+1)dt= [t2+t] =x24+x-(1+1)=x2+x-2
1

a) I(x)=2-|tdt+x-1=2- 1t2 +x—1:2-(1x2—1)+x—1:x2—1+x—1:x2+x—2
/ 2 2 2

also ist Aussage a) richtig.
b) Die Aussage I(1) = 0 ist richtig, wie man leicht zu Einsetzen nachprifen kann.
c) Esgilt I'(x)=2x+1, also ist c) richtig.
d) Bei dem Schaubild der Funktion | handelt es sich um eine nach oben gedffnete Parabel.

Diese Parabel ist links vom Scheitelpunkt streng monoton fallend und rechts vom
Scheitelpunkt streng monoton steigend. Also ist die Aussage d) falsch.
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Aufgabe 3:
21 1
a) A= J-—x2dx = |:—X3
_12 6
X
?.’ Lol
[ 1
b) A= I—xzdx =‘{——x3}
5 3
X
4 >
3

Hinweis: Man héatte die Trapezflache auch ohne Integralrechnung berechnen kénnen.

8
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Aufgabe 4:
1 2 [1 3] 1 4 2
a) j—xzdx=34—:> “x3| =—a%-2-34%2-2a%-216=>a=6
)2 3 l6e |, 60 3 "3
r r 1 a9 2
b) j(x—a)(x+a)dx:3:I(x2—a2)dx:[—x3—azx} -—a%-a%--%3%-3
3 o 3 3
0 0
—a=-y45
Aufgabe 5:

o) 3.00-[Zoomsa=[Zaoms LT [ Sgoms] S gumo A
3 3 05|, | 3 . 3 3

-1

t 3 17 [3 * 3 3
b) J(x)= —dt—{B-In|2t—1|-§L—{Eln|2t—‘l|L—Eln|2x—‘||—§ln(3)

J ot
c)
X 2 5 X X
J_1(X)=J-2+t—3+tdt=j(gt‘3+1t‘1+1t2Jdt=[—lt‘2+1In|t|+lt3} =
LT Jl3" "3 73 3 3 9 |,
—1x‘2+1In|x|+1x3—(—1+1In(1)—1)=—1x‘2Jrlln|x|+1x3+Z
3 3 9 3 3 9 3 3 9 9

Aufgabe 6:

a)
1= [ (2x -1 RO N U N A N
(1)£(2x—1)2dx_j1(zx_1) dx_[_(zx_1) '2}1_[_2(2%1)} 2 6 3

(2)

27

27
I 2sin(0,5x)dx = [—2 cos(0,5x)- 0—15} =[-4 cos(0,5x)]§" =—4cos(n)+4(cos(0))=4+4=8
0 0

I

b)

f 2 F H 7z 2 2
(1) J’ 4-= dx:J’(4—2x Jax =[4x+2x [ =4z+Z-(4+2)=4z+=-6
/ X / 1 z z

Es soll gelten: 4z+g—6=3 é>422+2—92=0

V4
, _9:\B1-4.4.2_9+7
12 -
' 8 8

=z=2 oderz=0,25
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(2) j( 2 jdx=[2'|n|x+eui=2'|n(2€)—2-|n|2+e|=2|n(2)+2ln(e)—2In|z+e|

X+e
z

=2In(2)+2-2In|z+ €]

Es soll gelten: 2In(2)+2-2In|z+ €| =2In(2) < 2In|z+e|=2 < In|z+ €| =1

DaIn(e) = 1 ist, muss z = 0 sein.

Aufgabe 7:

a)

(1) Die Aussage ist wahr, da die Funktion f(x) an der Stelle x = 0 eine Nullstelle mit VZW von
+ nach - besitzt.

(2) Die Aussage ist nicht entscheidbar, da zu f(x) keine eindeutige Stammfunktion existiert.

(3) Die Aussage ist falsch, da f(x) bei x = -2 ein relatives Minimum oder Maximum haben
musste, damit F(x) dort eine Wendestelle hat.

(4) Die Aussage ist falsch. Wenn F bei x = 2,5 ein Minimum hatte, misste das Schaubild von
f dort eine Nullstelle besitzen

(5) Die Aussage ist wahr, da das Schaubild von f bei x = 2,5 ein relatives Minimum besitzt.

(6) Diese Aussage ist wahr, da das Schaubild von f im Intervall [-4 ; 0] positiv ist (also
oberhalb der x-Achse verlauft)

(7) Die Aussage lautet umgeformt F(-2)—-F(—4)<8.
-2

Esist F(-2)-F(-4)= jf(x)dx.
4
Da die Flache zwischen f(x) und der x-Achse im Intervall [-4 ; -2] kleiner als 8 ist, ist die

Aussage wahr.

b)

L
\
\
\ O
! / \\
\
\
\

P
w KN
/

(%2}

M

~

X

<

o~ -~
P~ —— ——

\ ke

vl
w
N
-
i
= ol s =
PR
-~
-
N
-
w
e

e —
w
’/
s’
>
T—

N
~

10



www.mathe-aufgaben.com Integralrechnung

Aufgabe 8:

a) Die Skizze der nach unten gedéffneten Parabel wird mit Hilfe einer Wertetabelle
durchgeflhrt.

X 0 2 3 4 5 6
y 0 1,5 2 1,5 0 2,5 -6
o 1 A | 5 € -
1
\
f 1,7 32, 16
Es ist jf(x)dx =[x2 ——xs} =36-36-(16—"—)=——
4 6 4 3 3

Da die Flache unterhalb der x-Achse liegt, ist das Ergebnis des Integrals negativ.

Die gesuchte Flache betragt A = ? Flacheneinheiten.

Ansatz fur Tangentengleichung im Punkt B(4/0): y =mx+c
Tangentensteigung: Mit f'(x)=2-x folgt f'(4)=-2=m.

Einsetzen der Tangentensteigung und des Punktes B(4/0) in die Tangentengleichung:
0=-2-4+b=b=8
Tangentengleichung in B: y=-2x+8

Der gesuchte grau markierte Flacheninhalt betragt
4

4
A=|(-2x+8-(2x—-0,5x*))dx = | (—4x + 8 + 0,5x?)dx = 2 4 Bx %
! 6

0

4

0

=-32+32+ % -0= % Flacheneinheiten

11




www.mathe-aufgaben.com Integralrechnung

Aufgabe 9:

Da die Flache nach rechts offen ist, wird als obere Grenze die Variable x = z gewahlt.

z z _ z _
!% '1[ 4x3dx = 2x’2]1Z ={X—§l =Z—§+2

Fir z - +0o strebt _—§+2—>2
z

Die nach rechts offene Flache hat den Grenzwert A = 2.

Aufgabe 10:
2

(1) Es ist F(2)=jf(t)dt
0

Die Flache zwischen f(t) und der x-Achse im Intervall von 0 bis 2 ist groRer als 2.
Die Aussage ist falsch.

(2) Der Graph von F ist eine Linkskurve, wenn F"(x) >0 ist.
Da F"(x)=f'(x) ist, muss somit f'(x) >0 sein.
Im Intervall -1 x < 1 ist das Schaubild von f(x) streng monoton wachsend, somit sind
Steigungen der Tangenten an f(x) positiv und die Aussage ist wahr.

-2
(3) F(-2)= J-f(t)dt liefert einen negativen Wert, da die Flache zwar oberhalb der t-Achse
0
liegt, aber von rechts nach links integriert wird und daher das Integral negativ wird.
Die Aussage ist falsch.

(4) F"(1)=f'(1)=0 ist wahr, da bei x = 1 das Schaubild von f(x) einen Hochpunkt besitzt und
damit auch eine waagrechte Tangente.

Aufgabe 11:
a) Die Aussage ist falsch. Die Funktion f(x) besitzt an der Stelle x = -1 eine Nullstelle mit
einem Vorzeichenwechsel von + nach - .

Daher befindet sich bei x = -1 ein relatives Maximum.

b) Die Aussage ist wahr. An der Stelle x = 0 besitzt die Funktion f(x) eine Extremstelle,
somit besitzt die Funktion F(x) dort eine Wendestelle.

) jf’(x)dx [fx)] =f(3)-f(2)=0-0=0

Die Aussage ist wahr.

3
d) If(x)dx >0 ist eine falsche Aussage.
Die Flache zwischen dem Schaubild von f(x) und der x-Achse ist im Intervall [0;3]

unterhalb der x-Achse grof3er als oberhalb der x-Achse. Somit liefert das Integral ein
negatives Ergebnis.

12
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e) Die Aussage ist falsch. Das Schaubild von f(x) befindet sich fur x < -1 oberhalb

der x-Achse.
Somit ist das Schaubild von F(x) fur x < -1 streng monoton wachsend.

Aufgabe 12:

a) Berechnung der Nullstellen von f(x):
f(x)=0=x*-0,5x-3=0

:0,5i\/(;25+12 20,533,5:”(1 2 und x,= 15

12

2 2 2
[ f0x)dx = I(x2—0,5x—3)dx=[%x3—0,25x2—3x} =%—1—6—(—1,125—0,5625+4,5)
-1 15

5 s
~—-7,15

Die Flache betragt A = 7,15 Flacheneinheiten.

b) Fir die Flachenberechnung zwischen den Schaubildern miissen die Schnittpunkte der
Schaubilder ermittelt werden:

f(x)=g(x)
x® +x?+0,25x =1,5x* +3,25x = x> -0,56x* -3x=0=x-(x*-0,5x-3)=0
Lésung mit dem Satz vom Nullprodukt

Gleichung I): x=0

0,5i\/02,25+12 05535, s

Gleichung Il): x* —=0,5x-3=0=x,, = 5

Die Flache wird mit zwei Integralen berechnet:

0 0 0
A = j (f(x) — g(x))dx| = I (x* + x* +0,25x — (1,5x% + 3,25x))dx| = j (x® —0,5x% —3x)dx
-15 -15 15
0
= H Xt - x4 5x2} — |0 - (1,265625 + 0,5625 — 3,375) ~ 1,547
15
2 2
A, =[[(F00) - g(x)dx| = |[ (x* - 0,5 ~ 3x)dx
0 0

~ 3,33

2
lx4 —1x3 —1,5x2
4 6

0

=‘4—§—6
6

Die gesamte Flache betragt 1,547 + 3,333 = 4,88 Flacheneinheiten

13
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Aufgabe 13:
Im ersten Schritt muss die Funktionsgleichung der Parabel ermittelt werden.

Skizze:

A Ko

N ——— — — —

3\ 3

Ansatz fur Parabelgleichung: f(x)=a-(x-3)(x +3)
(da die Nullstellen x = 3 und x = -3 bekannt sind)

Einsetzen des bekannten Punktes P(0/4,5): 45=a-(-9)=>a=-05
Parabelgleichung: f(x) = —0,5(x —3)(x + 3) = —0,5x? + 4,5

AuBerdem ist die Querschnittsflache nach oben durch die Gerade y = 2,5 abgegrenzt.
Fir die Berechnung der Querschnittsfliche werden die Schnittpunkte der Gerade y = 2,5 mit
dem Schaubild von f bendtigt:

—0,5x>+45=25=>x*=4=x=42

Querschnittsflache =
3

3
N +2-J‘(—0,5x2 +4,5)dx =4-2,5+2-[—1x3 +4,5x} :10+2-(—4,5+13,5—(—i+9)j
J 6 3

2

Wasservolumen: 3—?fsmz-4m =%m3 pro Sekunde
s

14
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Aufgabe 14:

b)

1
f(x { x? - cos(x)} = % —cos(1) - (0 —cos(0)) =1,5—cos(1) = 0,96
0

1
) i
j f(x [ x? — cos(x)} = %nz —cos(rz)—(0—-cos(0))=057% +2 =693

0 0

Es qgilt f(2n) =2+ sin(2n)=2xn

Da die Gerade g den konstanten y-Wert y = 2% besitzt, schneiden sich die Schaubilder
bei x=2r .

2n 2n
A= j (2n - (x +sin(x))dx = {271 - X —%xz + cos(x)} = 4n® - 2n° + cos(2n) — cos(0) = 2n?

0 0

Punkt mit waagrechter Tangente im Bereich 0 < x<2x:
f'(x)=1+cos(x)=0=cos(X)=-1=>x=7x
Der Punkt mit waagrechter Tangente besitzt die Koordinaten P(z /7).

Die Gleichung der waagrechten Tangente lautet y = 7.
Flache unterhalb der waagrechten Tangente =

T Vi

j(;z —(x +sin(x)))dx = {7[ - X —%xz + cos(x)} S —%7[2 +cos(r)—cos(0)=0572 -2

0 0
Daraus folgt: Flache oberhalb der waagrechten Tangente = 272 — (0,572 —2) =157% + 2

2
Flachenverhaltnis: ~oven _ 197" +2 8725 o oop .

Aunten 0,57[2 -2 1

Die Tangente im Ursprung besitzt die Steigung f'(0) =2.
Gleichung der Tangente, die durch O(0/0) verlauft: y = 2x

Schnittpunkt der waagrechten Gerade y = 2z mit der Tangente:
2X =21 =>X=7x

Linke Flache = Dreiecksflache = %27: =1l
Rechte Flache = 272 — 7% = 2

Die Tangente halbiert somit die Flache, das Aufteilungsverhaltnis ist 1:1.

15
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Aufgabe 15:
a) Mittlere Temperatur 0 — 12 Uhr =
12 12

1 (15—i(x—14)2)dx=i-[15x—i(x—14)3} :i-(180+£—(@))=11,2°0

12 20 12 60 o 12 15 15
b) Mittlere Temperatur 12 — 24 Uhr =
1 % 1 1 1 * 50 2
—-j(15——(x—14)2)dx:—-{15x——(x—14)3} =—-(360—-—-(180+—))=13,6°C
12 2, 20 12 60 w12 3 15

Aufgabe 16:

a) Die zurickgelegte Strecke des Laufers A ergibt sich als Integral Giber die
Geschwindigkeitsfunktion:

9.8
0

9,8
[ va(tdt=[0,125t* +10-(t+e™)] " ~12,005+10-9,8 - (0+10) ~ 100 Meter
0

Da die zuriickgelegte Strecke 100 m betragen muss, ist nachgewiesen, dass der Laufer
ungefahr 9,8 Sekunden bendtigt.

b) Es soll gelten:

9,69 9,69
[ ve(tyt ={12.(t+e')+%mt3} ~12-9,69 + 303,28m — 12 = 104,28 + 303,28m

0 0

Bedingung: 104,28 + 303,28m =100 = m =-0,0141

16



