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Aufgabe 1:
Gegeben ist die Funktion mit f(x)=-x?+4, 2<x<2

Die Abbildung zeigt ihr Schaubild. Dem Schaubild wird ein achsenparalleles Rechteck
einbeschrieben, wobei der Punkt P einer der Eckpunktes des Rechtecks ist.
Wie missen die Koordinaten des Punktes P gewahlt werden, damit

a) der Umfang des Rechtecks maximal 4 y
wird?
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b) der Inhalt des Rechtecks maximal
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c) das Volumen des Drehkérpers, der bei /
einer Rotation des Rechtecks um die /
y-Achse entsteht, extremal wird? /
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Aufgabe 2:
P(u/v) sei ein beliebiger Punkt auf der Parabel mit der Gleichung f(x) = —%XZ +2

mit —2 < x < 2. Gemeinsam mit den Punkten A(-2/0) und B(u/0) bildet er ein Dreieck ABP.
a) Skizziere das Schaubild von f.

Bestimme P so, dass das Dreieck ABP den grofRtméglichen Flacheninhalt hat.

Wie grol} ist der maximale Flacheninhalt?

b) Fir welchen Punkt P ist im Dreieck ABP die Summe der Kathetenlangen maximal?

Aufgabe 3:
Gegeben ist die Funktion f mit ty
f(x)=—x*>+4x, xeR 4 <
/ AN

Ihr Schaubild ist die Kurve K. 3 P
Die Punkte O(0/0), Q(u/0) und der ‘)
Kurvenpunkt P(u/f(u)) mit 0 < u < 4 bilden 1/ A
ein Dreieck. / / I\

Y L\
Wie muss u gewahlt werden, damit der 1 / / I \
Inhalt des Dreiecks OPQ maximal wird? » : Q {
Gib den maximalen Flacheninhalt an. 1 0 1 ) 3 v
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Aufgabe 4:
Gegeben sind die Funktionen f(x)=0,5x* —4x+13 und g(x)=-15x* +6x-4 .
Die Gerade x = u mit 1<u <4 schneidet den Graphen von fim Punkt P und den Graphen

von g im Punkt Q. Fiir welchen Wert von u ist die Lange der Strecke PQ minimal und wie
lang ist die minimale Streckenlange?
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Losungen

Aufgabe 1:

Die allgemeinen Koordinaten der Eckpunkte des Rechtecks lauten:

P(u/f(u)y mit0<u<2

Q(u/0)

R(-u/0)

Fir die Streckenlangen gilt: QR =u—(-u)=2u und PQ=f(u)-0="f(u)=-u®+4

a)

Der Umfang des Rechtecks soll maximalierden._
Die Formel fur den Umfang lautet U=2-QR +2-PR
Die Zielfunktion lautet U(u)=2-2u+2-f(u) < U(u) = 4u + 2 - (-u® + 4)

Uu)=4u—-2u*+8 mit0<u<2

Bestimmung des Maximums der Zielfunktion U(u):
U(u)=4-4u und U'(u)=-4

Bedingung fur ein relatives Maximum: U'(u)=0 und U"(u)<0

4-4u=0=u=1
U"(1)=—-4 <0 also relatives Maximum fir u = 1 mit U(1) = 10 LE.

Untersuchung der Randwerte: Es gilt U(0) = 8 und U(2) = 8.
Damit ist U(1) = 10 auch das absolute Maximum.
Fur P(1/f(1)) = P(1/3) ist der Umfang des Rechtecks maximal.

Der Inhalt des Rechtecks soll maximal werden.
Die Formel fur den Flacheninhalt lautet A = QR -PR

Die Zielfunktion lautet A(u)=2u-f(u) < A(u)=2u-(-u?+4)=-2u>+8u mit0<u <2,

Bestimmung des Maximums der Zielfunktion A(u):
A'(u)=-6u®*+8 und A"(u)=-12u

Bedingung fur ein relatives Maximum: A'(u)=0 und A"(u)<0

6u*+8=0=>u° =% =u= i\/g , wobei nur u = \E in Frage kommt.
n |4 . . ) 4 _ 4

A"( §)<0 also relatives Maximum fir u = 3 ~1,15 mit A( E): 6,16 FE

Untersuchung der Randwerte: Es gilt A(0) = 0 und A(2) =0.

Damit ist A(\/g) = 6,16 FE auch das absolute Maximum.

Fur P(1,15/f(1,15)) = P(1,15/2,68) ist der Inhalt des Rechtecks maximal.
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c) Bei Rotation des Rechtecks um die y-Achse entsteht ein Zylinder.
Die Formel fiir das Zylindervolumen lautet V =n-r®> -h=n -O_Q2 -PQ

Die Zielfunktion lautet V(u)=n-u?-f(u)=n-u®-(—u® +4)=—n-u* +4n-u®> mit 0 <a<2.

Bestimmung des Maximums der Zielfunktion V(u):
V'(u)=—-4n-u* +8rn-u und V'(u)=-12n-u® +8n

Bedingung flr ein relatives Maximum: V'(u)=0 und V"(u)<0
~4n-u® +8n-u=0= 4ru-(-u’ +2)=0 Lbsung mit dem Satz vom Nullprodukt

Gleichung I): u = 0 (kommt als Losung nicht in Frage)
Gleichung Il): > =2=u= +/2 (es kommt nur u =2 in Frage)

V'(~/2)=-161 <0 also relatives Maximum fiir u=+/2 ~1,41 mit V(~2)=12,57
Untersuchung der Randwerte: Es gilt V(0) = 0 und V(2) =0.
Damit ist V(v/2)=12,57 auch das absolute Maximum.

Far P(1,41/f(1,41)) = P(1,41/2) ist das Volumen des Zylinders maximal.

Aufgabe 2:

Skizze von der Parabel und dem Dreieck:

Aol
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Die allgemeinen Koordinaten der Punkte lauten: P(u/f(u)) B(u/0) A(-2/0)

a) Die Flache des Dreiecks soll maximal werden.
Die Formel fir die Dreiecksflache lautet Ap ..« =%-_B-_P
-2

Mit den Koordinaten der Punkte ergibt sich AB =u —(-2)=u+2 und BP = f(u)—0="(u)

Die Zielfunktion lautet Ap .o (U) = %(u +2)-f(u) = %(u +2)- (—%u2 +2) mit -2<u<2
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A(u) = (—1u3 +2u—Uu? +4)=—1u3 e us2
2 4 2

N

Bestimmung des Maximums der Zielfunktion A(u):
A'(u)=-0,75u* —u+1 und A"(u)=-15u—-1

Bedingung flr ein relatives Maximum: A'(u)=0 und A"(u)<0

1£J1-4-(-0,75)-1 142

-0,75u° —u+1=0 =u, =
’ -1,5 -1,5

also u, =§ und u, =-2

A”(—%) =-2<0 , also relatives Maximum mit A(%) ~ 2,39

A"(-2)=2>0 , also relatives Minimum

Untersuchung der Randwerte: Es gilt A(-2) = 0 und A(2) =0.
Damit ist A(%) ~ 2,39 auch das absolute Maximum.

Fur P(0,67/f(0,67)) = P(0,67/1,78) ist der Inhalt des Dreiecks maximal.

Die Summe der Kathetenlangen soll maximal werden.
Die Formel fur die Summe der Kathetenlangen lautet L = AB +BP
Mit den Koordinaten der Punkte ergibt sich AB=u—-(-2)=u+2 und BP =f(u)-0 =f(u)

Die Zielfunktion lautet L(u)=u+2+f(u)=u+2—%u2 +2=—%u2 +U+4 mit 2<u<?2

Bestimmung des Maximums der Zielfunktion L(u):
L'(uy=-u+1 und L"(u)=-1

Bedingung fur ein relatives Maximum: L'(u)=0 und L"(u)<0

-u+1=0=u=1
L"(1)=-1<0 , also relatives Maximum mit L(1)=4,5 LE

Untersuchung der Randwerte: Es gilt L(-2) = 0 und L(2) =4.
Damit ist L(1) = 4,5 LE auch das absolute Maximum.

Fur P(1/f(1)) = P(1/1,5) ist die Summe der Kathetenlangen maximal.
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Aufgabe 3:

Die Formel zur Berechnung des Flacheninhalts des Dreiecks lautet A =—-0Q ‘QP.

N[ =

Koordinaten der Eckpunkte: O(0/0), Q(u /0), P(u/f(u))

Die Streckenlangen betragen OQ =u—0=u und QP = f(u)-0 = —u? + 4u
Die Zielfunktion lautet A(u) = %u (~u® +4u) = —%uf* +2u° mit0<u<4,

Gesucht ist das absolute Maximum der Zielfunktion.

Es gilt A'(u)=-1,5u"+4u und A"(u)=-3u+4

Bedingung fir ein relatives Maximum: A'(u)=0 und A"(u)<0

-1,5u° +4u=0=u-(-1,5u+4)=0 Ldsung mit dem Satz vom Nullprodukt

Gleichung I): u=0 (da u > 0 sein soll, ist dies keine Lésung)

Gleichung Il): -1,5u+4=0=u =%

A”(%) =-4 <0 , also relatives Maximum mit A(%) =4,74 FE

Untersuchung der Randwerte: Es gilt A(0) =0 und A(4)=0

Damit ist A(%) =4,74 FE auch das absolute Maximum.

Aufgabe 4:

Koordinaten der Punkte P und Q:
P(u/f(u)) und Q(u/g(u)).

Die Streckenlinge betragt PQ(u) = d(u) = f(u)— g(u) = 0,5u® — 4u +13 — (=1,5u2 + 6u —4)
=2u® -10u+17 mit 1<u<4 (dies ist die Zielfunktion)

Gesucht ist das absolute Minimum der Zielfunktion.
Es gilt d'(u)=4u—10 und d"(u)=4
Bedingung fir ein relatives Minimum: d’(u)=0 und d"(u)>0

4u-10=0=>u=25
d"(2,5)=4 >0 , also relatives Minimum mit d(2,5)=4,5 LE

Untersuchung der Randwerte: Es gilt d(1) =9 und d(4)=9

Damit existiert fir u = 2,5 das absolute Minimum. Die minimale Streckenlange betragt
4,5 LE.



