www.mathe-aufgaben.com Extremwertaufgaben geometrische Nebenbedingung

Analysis

Extremwertaufgaben mit geometrischer Nebenbedingung

Alexander Schwarz

www.mathe-aufgaben.com

Mai 2020



www.mathe-aufgaben.com Extremwertaufgaben geometrische Nebenbedingung

Aufgabe 1:

Aus einem 120cm langen Draht soll das Kantenmodell eines Quaders hergestellt werden, bei
dem eine Kante dreimal so lang wie eine andere und der Rauminhalt méglichst grof} ist.
Bestimme das maximale Volumen. Auf die Untersuchung der Randwerte kann verzichtet
werden.

Aufgabe 2:

Ein Draht der Lange 40 cm wird zu einem Rechteck gebogen mit der Lange r und der
Breite h. Dieses soll dann um die Seite h rotieren.

Bei welchen Abmessungen des Rechtecks hat der entstehende Zylinder grofites Volumen?
Auf die Untersuchung der Randwerte kann verzichtet werden.

Aufgabe 3:

Einer Halbkugel mit Radius r = 8 cm ist ein gerader Kreiskegel mit gré3tmoglichem Volumen
so einzubeschreiben, dass die Kegelspitze mit dem Kugelmittelpunkt zusammenfalit.

Wie grof3 ist das maximale Volumen?

Auf die Untersuchung der Randwerte kann verzichtet werden.

Aufgabe 4:

Der Querschnitt eines Abwasserkanals hat die Form eines Rechtecks mit aufgesetztem
Halbkreis. Wie muss man bei gegebenem Kanalumfang U = 10m die Rechtecksseiten
wahlen, damit die Querschnittsflache (d.h. das Fassungsvermdgen des Kanals) mdglichst
grofd wird?

Auf die Untersuchung der Randwerte kann verzichtet werden.

Aufgabe 5:

Es sollen zylinderférmige Kochtopfe mit 2 Liter Volumen hergestellt werden.

Wie sind der Durchmesser und die Héhe dieser Topfe zu wahlen, wenn die Lange der
gesamten Schweiflnaht, die am Bodenrand und langs einer Mantellinie verlauft, mdglichst
kurz werden soll?

Auf die Untersuchung der Randwerte kann verzichtet werden.

Aufgabe 6:

Ein Zelt in der Form einer quadratischen Pyramide soll mit Hilfe von 4 Staben der Lange
2,40 m aufgebaut werden. Wie grof® kann das Volumen der Pyramide maximal werden?
Auf die Untersuchung der Randwerte kann verzichtet werden.
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Ldsungen

Aufgabe 1:
Die Kantenlangen des Quaders seien a, 3a und b.

Volumen des Quaders: V =a-3a-b=3a’-b

Da die Formel zwei Variablen enthalt, wird eine Nebenbedingung bendtigt, die sich aus der
angegebenen Summe aller Kantenlangen ergibt:

4-a+4-3a+4-b=120=16a+4b=120=b=30-4a (*)

Einsetzen von (*) in die Volumenformel: V(a) = 3a*-(30 —4a) = 90a* —12a°
Bestimmung des Maximums der Zielfunktion V(a):

V'(a)=180a—-36a”* und V"(a)=180-72a

Bedingung fur ein Maximum: V'(a)=0 und V"(a)<0
180a—-36a*’=0=a-(180-36a)=0 L&sung mit dem Satz vom Nullprodukt

Gleichung I): a = 0 (ist keine sinnvolle Losung)
Gleichung Il): 180-36a=0=a=5

V'(5)=-180<0 , also Maximum mit V(5)=750.

Das maximale Volumen betragt 750 cm3.

Aufgabe 2:

Das Rechteck habe die Lange r und die Breite h und es soll um die Seite h rotieren.
Dadurch entsteht ein Zylinder mit der Héhe h und dem Radius r.

Es gilt V, 4 =7 1.

Da die Formel zwei Variablen enthalt, wird eine Nebenbedingung bendtigt, die sich aus der
angegebenen Drahtlange ergibt:

ylinder

2r+2h=40=h=20-r (¥
Einsetzen von (*) in die Volumenformel: V(r)=n-r*-(20-r)=20n-r* —m-r’
Bestimmung des Maximums der Zielfunktion V(r):

V'(r)=40n-r-3xn-r> und V"(r)=40n—6m-r
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Bedingung fir ein Maximum: V'(r)=0 und V"(r)<0
40n-r-3n-r’=0=n-r-(40-3r)=0 Ldsung mit dem Satz vom Nullprodukt

Gleichung I): r = 0 (ist keine sinnvolle Lésung)

Gleichung II): 40-3r=0=r 2423_0 ~13,33cm

V”(?) =-125,7 <0 , also Maximum mit V(4—??) =3723,4cm?

Das maximale Volumen betragt 3723,4 cm>.

Die Hohe dieses Zylinders betragt h =20-13,33 = 6,66 cm.

Aufgabe 3:

o

8

Zu maximieren ist das Kegelvolumen mit der Formel V = %7[-[’2 -h

Da in dieser Formel zwei Variablen r und h enthalten sind, bendtigt man noch eine
Nebenbedingung.
Hier muss als Nebenbedingung der Satz des Pythagoras angewandt werden.

Nebenbedingung: r? +h? =82 = r? =64 —h?

Nun muss die Nebenbedingung in die Volumenformel eingesetzt werden:

Zielfunktion: V(h)zén.(64—h2).h=%n.h—%n.h3 mit 0<h<8

Bestimmung des Maximums der Zielfunktion V(h):

V'(h) =6—;'n— 7-h? und V'(h)=-2x-h

Bedingung fir ein Maximum: V'(h)=0 und V"(h)<0

%n—n‘h2=0:>h2=%:>h=i %zi4,62
3 3 3

Da h = -4,62 keine sinnvolle Lésung ist, kommt nur h = 4,62 cm in Frage.

V'"(4,62)~ -29 <0 , also Maximum mit V(4,62)=206,4 cm?
Das maximale Volumen betragt V = 206,4 cm>.

4
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Aufgabe 4:

Skizze:

2
Zu maximieren ist die Querschnittsflache: A =a-b+ %7[ . (%bj =a-b +17r b2

Da in der Flachenformel zwei Variable vorkommen, wird eine Nebenbedingung bendtigt.

Aufgrund des gegebenen Umfangs U = 10 m des Querschnittes gilt:
10=a+a+b+1-2-7r-1b=2a+b+17r-b
2 2 2

1

10-b-—7-b 1 1
—a=— 2 -5 _bh_—z.b
2 2 4
Eingesetzt in die Formel: A(b) = (5—%b—%ﬂ"b)'b+%ﬂ"b2

A(b) = 5b— b2 -t 7. b2
2 8

Bestimmung des Maximums der Zielfunktion A(b):

A’(b)=5—b—%nb und A”(b)=—1—%n

Bedingung fiir ein Maximum: A'(b)=0 und A"(b)<0

5-b-—tmb=0=b-(1+—1)=5=b=—> ~28
4 4 1

1+—x
4

A"(2,8)~-179<0 , also Maximum mit A(2,8)~7 m>.

Die maximale Flache betragt 7m?2.
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Aufgabe 5:

Zu minimieren ist die Lange der Schweilnaht: L=2-n-r+h
Da in dieser Formel zwei Variablen r und h enthalten sind, bendtigt man noch eine
Nebenbedingung.

Hier muss als Nebenbedingung das gegebene Volumen genutzt werden:
(2 Liter = 2 dm3, das heifl3t die Langen r und h haben die Einheit dm)
2

m-r?

Nebenbedingung: 2=n-r*-h=h=

Nun muss die Nebenbedingung in die Langenformel eingesetzt werden:

Zielfunktion: L(r)=27-r + 2 = 2x.1 + 2.1 2
m-r T

Bestimmung des Minimums der Zielfunktion L(r):

~ und L”(r)=Er*1 _ 12
mT-r T mr

L'(r)=2n —ir"3 =2n—
T

Bedingung fir ein Minimum: L'(r)=0 und L"(r)>0

2n — 43 I o iy, S =%:r=13f£2 ~ 0,587
m-r T T T
L”(0,587)=L4>0 also Minimum mit L(0,587) = 5,54 dm.
n-0,587

Die minimale Schweilinahtlange betragt 5,54 dm.

Aufgabe 6:

Zu maximieren ist das Pyramidenvolumen V =%a2 -h

Da in dieser Formel zwei Variablen a und h enthalten sind, benétigt man noch eine
Nebenbedingung.

Hier muss als Nebenbedingung die gegebene Seitenlange s = 2,40 m genutzt werden.



www.mathe-aufgaben.com Extremwertaufgaben geometrische Nebenbedingung

2
Mit dem Satz des Pythagoras folgt: s*> =h? + (gj

Fiir die Diagonale d gilt: d=a -2
a \/5)2

Damit gilt: s =h? +( >

2,42 =h2+%a2 —a’=2.(2,4%>-h?)

Nun muss die Nebenbedingung in die Volumenformel eingesetzt werden:

Zielfunktion: V(h) =%-2 (2,4 —h?)-h =3,84h _§h3

Bestimmung des Maximums der Zielfunktion V(h):
V'(h)=3,84 —2h? und V"(h)=—4h

Bedingung fir ein Maximum: V'(h)=0 und V"(h)<0

3,84-2h*=0=nh =i,/% ~ 11,386

Da h > 0 sein muss, folgt h= /% :_“2'8

PRCI

N

Somit liegt bei h =Tein Maximum vor mit V(@) ~ 3,55 m?

Das maximale Volumen betragt 3,55 m3.



