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Lineare Algebra: Vektorgeometrie

1 Gegeben sind die Punkte A(6[0|4), B(2]|2]|0), C(0|6]|4) und D(4|4|8) sowie der
Punkt S(-1|-1|6).
Die Ebene E: 2x, +2x, —x, =8 enthalt die Punkte A, B, C und D.

1.1 Zeigen Sie, dass das Viereck ABCD ein Quadrat ist. (3 Punkte)

1.2  Zeichnen Sie die Pyramide ABCDS in ein geeignetes Koordinatensystem.
(3 Punkte)

1.3  Der Punkt M ist der Schnittpunkt der Diagonalen von ABCD.
Zeigen Sie, dass die Strecke MS orthogonal zu E ist und dass die Hohe der
Pyramide ABCDS 6 Langeneinheiten betragt. (3 Punkte)

1.4  Begrunden Sie, dass alle Pyramiden mit der Grundflache ABCD, deren
Spitzen zudem auf der Geraden g mit

-1 -1
g:x=|-1|+t:| 1];teR
6 0
liegen, das gleiche Volumen haben. (2 Punkte)

1.5 Die Spitze H der Pyramide ABCDH liegt auf der Geraden h mit

-1 3
h:x=|-1|+t-| 5 teR
6 -2

Das Volumen der Pyramide ABCDH ist doppelt so grol3 wie das Volumen der
Pyramide ABCDS. Ermitteln Sie die Koordinaten eines solchen Punktes H.
(4 Punkte)
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Losungen

1.1

1.2

Zunachst wird Uberprift, ob das Viereck ABCD ein Parallelogramm ist.

-4 -4
Esgiltt AB=| 2 | und DC=| 2
-4 -4

Wegen AB =DC handelt es sich um ein Parallelogramm.

Kontrolle, ob das Parallelogramm ABCD ein Rechteck ist:
Hierbei genugt es zu zeigen, dass in einem Punkt des Parallelogramms ein
rechter Winkel vorliegt.

-4\ (-2
Es gilt AB-BC=| 2 |-| 4 |=8+8-16=0 stehen die Vektoren orthogonal
—4) 1 4

zueinander. Damit existiert im Punkt B ein rechter Winkel.

Kontrolle, ob das Rechteck ABCD ein Quadrat ist:

Es gilt \Ké\:ﬁé\:\/mnfs% =6.

Damit haben alle vier Seiten die Lange 6.

Zeichnung der Pyramide:
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1.3

1.4

1.5

Berechnung des Mittelpunkts M der Strecke AC:

6+0 0+6 4+4

IM( > | 5 | > )=M(3[3[4)
-4
Es gilt MS=| -4 |.
2
2
Da der Normalenvektor n=| 2 | ein Vielfacher Vektor von MS ist, steht die
-1

Strecke MS orthogonal zu E.

Da die Strecke MS senkrecht zu E steht, entspricht die Hohe der Pyramide der
Lange der Strecke MS.

4
Es gilt; \Mé\: 4|=/16+16+4 =6
2

Die Pyramiden haben dasselbe Volumen, wenn sie die gleiche Hohe besitzen
(da die Grundflache bei allen Pyramiden identisch ist).

Die Hohen sind dann gleich, wenn die Gerade g parallel zur Ebene liegt, in der
die Grundflache ABCD liegt.

-1\ (2
Wegen | 1 || 2 |=0 ist g parallel zu E.
0) (-1

Da der Punkt S(-1|-1|6) auf der Gerade liegt, haben alle Pyramiden gemaf}
Aufgabe 1.3 die Héhe 6 LE.

Das Volumen der Pyramide wird berechnet mit der Formel V = % -G-hg,, .

Da die Pyramide ein doppelt so grof3es Volumen haben soll und die
Grundflache ABCD gleichbleibt, muss die Pyramide die doppelte Hohe 12
besitzen.

Der gesuchte Punkt H liegt auf der Geraden h.
Er hat die allgemeinen Koordinaten H(—-1+3t|-1+5t| 6 —2t).

2X, +2X, =X, —8
3

HNF von E: =0
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|2(-1+3t)+ 2(-1+5t)— (6 -2t)-8 [18t—1§

d(H,E) = ; 3

Bedingung: M =12< [18t-18/=36

Fall 1: 18t-18=36 < t=3
Fall 2: 18t-18 =-36 < t = -1

Ein moglicher Punkt ware H(8|140).
Ein weiterer moglicher Punkt ware H(-4|-6|8).



