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Aufgabe A 2.1 (14,5 VP)

Die Abbildung stellt die Planskizze einer
Landstralle dar. Der Verlauf dieser Landstralde Y
wird durch den Graphen der Funktion f mit /\\_/ &

X
f(x):§x3—£x2+9x—E fiir 03x£g
8 8 2 2

» Graph von f

beschrieben. Die positive y-Achse beschreibt
dabei die Himmelsrichtung Norden, die positive .

x-Achse die Himmelsrichtung Osten. Eine
Langeneinheit im Koordinatensystem entspricht i ! -

einem Kilometer in der Realitat.

a) Bestimmen Sie die Koordinaten des Punkts P, der den nérdlichsten Punkt der
Landstralle darstellt. (2,5 VP)
An der Stelle x, =3 wechselt das Vorzeichen der Funktion f* vom Negativen ins

Positive. Beschreiben Sie, was dies fur den Verlauf der Landstral3e bedeutet.
(Teilergebnis: P(2]|1)) (1VP)

b) Ein Teil des Graphen der Funktion g mit g(x) = —2—87x2 +Ex—% stellt einen

Fahrradweg dar, der zwei Punkte der Landstral’e verbindet. Diese beiden Punkte
werden durch A(alf(a)) und B(b|f(b)) mit a < b dargestellt.
Bestimmen Sie die Koordinaten von A und B.
(Teilergebnis:a=0und b = 1) (2 VP)
1
Berechnen Sie J'(g(x)—f(x))dx und interpretieren Sie das Ergebnis im
0
Sachzusammenhang. (2,5 VP)

Im Folgenden wird auch der Héhenverlauf der Landstralde betrachtet. Stellt R(r|f(r))
einen Punkt auf der Landstrale dar, so gilt fur seine Hohe h(r):

. 1 2
h(r) = u(f(r)) mit u(x)=2 —%(x -1)

(h(r) in Kilometer Uber der Meereshohe)

c) Zeigen Sie, dass der westlichste Punkt der Landstral3e auf einer HOhe von etwa

1890 Meter liegt. (1,5 VP)
Begrinden Sie, dass kein Punkt der Landstrale hoher als 2000 Meter liegt.
(1,5 VP)

Der am héchsten gelegene Punkt auf der Landstralle wird durch den Punkt S auf
dem Graphen von f dargestellt. Bestimmen Sie die Koordinaten von S.
(1,5 VP)
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d) Zum Abfluss von Regenwasser sind die durch P(2|1) und Q(0|f(0)) dargestellten
Punkte auf der LandstralRe durch ein geradlinig verlaufendes Rohr verbunden.
Berechnen Sie das Gefalle dieses Rohrs. (2 VP)

Aufgabe A 2.2 (5,5 VP)

Fir jedes a e R ist eine Funktion f, gegeben durch fa(x):sin( 2n 1-xj-
a‘+

Die zugehorigen Graphen werden mit G, bezeichnet.

a) Berechnen Sie die Grofte des Steigungswinkels der Tangente an G, im
Ursprung. (1,5 VP)

b) Bestimmen Sie denjenigen Wert von a, fur den die Periode von f, minimal wird.
(1VP)

c) Die Tangente an G, an der Stelle x, =0 und die Tangente an G, an der
kleinsten positiven Nullstelle von f, schlieffen mit der x-Achse ein Dreieck ein.

Bestimmen Sie alle Werte von a, fur die der Inhalt dieses Dreiecks 2,5n betragt.
(3VP)
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Losungen

Aufgabe A 2.1

a)

b)

Bestimmen Sie die Koordinaten des Punkts P, der den nordlichsten Punkt der
Landstral3e darstellt.

Der ndrdlichste Punkt ist der Hochpunkt des Schaubildes von f.
Notwendige Bedingung fur Hochpunkt: f'(x)=0

f(x):§x3—£x2+9x—E
8 8 2
f’(x):gxz—zx+9
8" 4
gx2—£x+9:0 | -8 |:9
8" 4
x> -6x+8=0

6+v36-32 6+2

abc-Formel: x,, = 5 5

X,=4 und x, =2

Anhand der Abbildung ist zu erkennen, dass der Hochpunkt bei x = 2 vorliegt.
Mit f(2) =1 lautet der gesuchte Punkt P(2|1).

Beschreiben Sie, was dies fiir den Verlauf der Landstral3e bedeutet.

Die zweite Ableitungsfunktion beschreibt die Krimmung des Schaubildes von f.
An der Stelle x = 3 existiert eine Wendestelle, das heil’t es findet dort ein
Krimmungswechsel statt.

Fir x < 3 ist das Schaubild von f rechtsgekrummt und fur x > 3 linksgekrimmt.

Bestimmen Sie die Koordinaten von A und B.
Die Punkte A und B sind die Schnittpunkte der Schaubilder von f und g.

Bedingung: f(x)=g(x)
S 2y +9x—E _ 2,5, 13
8 8 2 8 8 2

= %x3 —%x =0 < x-(%x2 —gj =0 Losung mit dem Satz vom Nullprodukt

Gleichung I): x =0

Gleichung 11): %xz —%:0 oSxP =1 x=%1

Da 0<x g% gelten soll, fallt die Lésung x = -1 weg.

www.mathe-aufgaben.com
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Mit g(0) :—% ergibt sich Punkt A(0 | _g)

Mit g(1) =-0,5 ergibt sich Punkt B(1|-0,5)

1
Berechnen Sie J' (9(x)—f(x))dx und interpretieren Sie das Ergebnis im
0

Sachzusammenhang.

7 02 75 13 3, 27 13
X)—f(x))dx = | (-—x* + —x—— — (= x> = —x® + 9x — —))dx

J (@00~ foa)dx = [ (-5 + ox - - >
1 1

:J‘(ﬁx—éx?’)dx—{ixz—ix“} 23—1—02120’09375
1’8" 8 16~ 32" |, 16 32 32

Interpretation:
Der Inhalt der Flache, die von der Landstral’e und dem Fahrradweg begrenzt
wird, betragt 0,09375 km?2.

Zeigen Sie, dass der westlichste Punkt der Landstrale auf einer Héhe von etwa
1890 Meter liegt.

Far den westlichsten Punkt der Landstral3e gilt x = 0 und somitr = 0.

h(0) = u(f(0)) = u(—g) =2 —$(-%-1)2 ~1,8875 km

Damit liegt der Punkt auf etwa 1890 m Hohe.
Begriinden Sie, dass kein Punkt der Landstral3e héher als 2000 Meter liegt.

Hier muss man die auldere Funktion u(x) untersuchen.

Aus der Funktionsgleichung u(x) = 2—%&—1)2 ergibt sich u(x)<2 , da der

Term L(x—1)2 >0 ist.
500

Da die Funktion u(x) einen Funktionswert gro3er als 2 nicht annehmen kann,
kann auch kein Punkt héher als 2000 m liegen.

Bestimmen Sie die Koordinaten von S.
Die grofdte Hohe wird fur x = 1 erreicht, da die Funktion u fur x = 1 maximal wird.

(Das Schaubild von u ist eine nach unten gedéffnete Parabel mit dem
Scheitelpunkt (1]2)).
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Da u(1) =2 gilt und weil der x-Wert von u dem y-Wert von f entspricht (verkettete
Funktion) folgt daraus als Bedingung f(x) =1

Da in a) der Punkt P(2|1) als Hochpunkt des Schaubildes von f berechnet wurde
und den geforderten y-Wert 1 besitzt, entspricht S dem Punkt P, also S(2|1).

d) Berechnen Sie das Gefélle dieses Rohrs.

Um das Gefalle zu berechnen, bendtigt man zunachst den Hohenunterschied der
Landstralenpunkte P(2|1) und Q(0[f(0)).

Héhe bei P: h(2) = u(f(2)) = u(1) = 2
Héhe bei Q: h(0) = u(f(0)) = u(—g) ~1,8875

Hohenunterschied = 0,1125 km

0,1125

Q P

__ |2
Abstand von P(2|1) zu Q(0| —%): \PQ\ - ‘( , 5)‘ — /41 56,25 = /60,25

0,1125

160,25

Gefalle = ~0,014 =1,4%

Aufgabe A 2.2
e) Berechnen Sie die Gré3e des Steigungswinkels der Tangente an G, im
Ursprung.

fo(x) = sin(m- x)
Es gilt fj(x)=cos(rn-x)-n
Steigung der Tangente im Ursprung: f;(0)=cos(0)-t==n

Steigungswinkel: tan(a)=n = o =tan™(n)=72,3°
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b) Bestimmen Sie denjenigen Wert von a, fiir den die Periode von f, minimal wird.

Die Periode ist p, = _2m 2(a* +1)

T
AZ +1
Dier Periode wird minimal fir a = 0.
c) Bestimmen Sie alle Werte von a, fiir die der Inhalt dieses Dreiecks 2,5n betragt.

Die kleinste positive Nullstelle befindet sich nach einer halben Periode.

Da die Periode p, = 2(a® +1) betragt, ist die gesuchte Nullstelle x =a* +1
Zwei Eckpunkte des Dreiecks sind P(0|0) und Q,(a*+1]0).

Gleichung der Tangente an der Stelle x = O:
Tangentenformel: y =£,(0)-(x-0)+f,(0)

Wegen f/(x) = cos| ——x |-—— folgt f'(0) = —— .

gen f.(x) (az+1 j a2l 09 (0) a*+1

AulRerdem gilt f,(0)=0.

Tangentengleichung: y = 2n (x-0)+0e=y=—5—X
a® +1 a® +1

Aus Symmetriegrunden schneiden sich die beiden Tangenten in der Mitte der
O+a’+1_a’*+1

beiden Nullstellen, also an der Stelle x = 5

T a’+1

Einsetzen des x-Wertes in die Tangentengleichung: y = ——- =

T
a+1 2 2

a’+1, =«

Der dritte Eckpunkt des Dreiecks lautet R, (

Flacheninhalt des Dreiecks: A, =

a

%-PQ : =—-(a2+1)-g:—(a2+1)

2
Bedingung: %(a2 +1)=25t<=a’+1=10=a=43



