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Aufgabengruppe 2

Aufgabe 1: (a) 2 BE, b) 4 BE. c) 4 BE, d) 2 BE, ¢) 3 BE, f) 2 BE, g) 2 BE, h) 3 BE,
i) 2 BE)

Gegeben ist die in R definierte Funktion f: x> (1-x?)-e™.
Die Abbildung zeigt den Graphen G, von f.

o

a) Zeigen Sie, dass f genau zwei Nullstellen besitzt.
b) Bestimmen Sie rechnerisch die x-Koordinaten der beiden Extrempunkte von G;.

ZUur rontrolie: X)=(X"-2x-1)-e
(zur Kontrolle: f'(x) = (x2 —2x-1)-e™)

c) Ermitteln Sie anhand der Abbildung einen Naherungswert fur das Integral

4

j f(x)dx .

-1
Die in R definierte Funktion F ist diejenige Stammfunktion von f, deren Graph durch
den Punkt T(-1|2) verlauft.

d) Begrinden Sie mithilfe der Abbildung, dass der Graph von F im Punkt T einen
Tiefpunkt besitzt.

e) Skizzieren Sie in der Abbildung den Graphen von F. Bertcksichtigen Sie dabei
insbesondere, dass F(1) ~ 3,5 und lim F(x) =2 gilt.

f) Deuten Sie die Aussage F(2,5)-F(0) =~ 0 in Bezug auf G, geometrisch.
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Betrachtet wird nun die Schar der in R definierten Funktionen
h :X— (1—kx2)-e’X mit k € R. Der Graph von h, wird mit G, bezeichnet.

Fur k = 1 ergibt sich die bisher betrachtete Funktion f.

g) Geben Sie in Abhangigkeit von k die Anzahl der Nullstellen von h, an.

h) Fur einen bestimmten Wert von k besitzt G, zwei Schnittpunkte mit der x-Achse,
die voneinander den Abstand 4 haben. Berechnen Sie diesen Wert.

i) Beurteilen Sie, ob es einen Wert von k gibt, sodass G, und G, bezlglich der
x-Achse symmetrisch zueinander liegen.

Aufgabe 2: (a) 5 BE, b) 3 BE, c) 2 BE, d) 6 BE)

X

Betrachtet wird die in R definierte Funktion g: x —

X

e +1
lhr Graph wird mit G, bezeichnet.

a) Zeigen Sie, dass g streng monoton zunehmend ist und die Wertemenge ]0;1[
besitzt.

zur Kontrolle: g'(x) =

( g'(x) & 17

b) Geben Sie g'(0) an und zeichnen Sie G, im Bereich -4 <x <4 unter
Berlcksichtigung der bisherigen Ergebnisse und der Tatsache, dass G, in
W(0|g(0)) seinen einzigen Wendepunkt hat, in ein Koordinatensystem ein.

c) Der Graph der Funktion g* geht aus G, durch Strecken und Verschieben hervor.

Die Wertemenge von g* ist ]—1;1[. Geben Sie einen moglichen Funktionsterm fur
g* an.

d) Es wird das Flachenstiick zwischen G, und der x-Achse im Bereich —In3<x<b

mit b € R* betrachtet. Bestimmen Sie den Wert von b so, dass die y-Achse
dieses Flachenstuck halbiert.
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Losungen

Analysis: Aufgabengruppe 2
Aufgabe 1:
a) Zeigen Sie, dass f genau zwei Nullstellen besitzt.
Bedingung: f(x) = 0

(1-x%)-e*=0 Losung mit dem Satz vom Nullprodukt
Gleichung 1): 1-x*=0 < x* =1 x = +1
Gleichung Il): e™ =0 ist nicht I6sbar

b) Bestimmen Sie rechnerisch die x-Koordinaten der beiden Extrempunkte von G;.

Ableitungsfunktion von f(x) = (1-x?)-e™™ mit Hilfe der Produktregel:
f'(x)=-2x-e* +(1—x2)-(—e‘x): e (-2x—-1+x?)

Notwendige Bedingung: f'(x)=0

e (-2x-1+x?)=0 Lésung mit dem Satz vom Nullprodukt
Gleichung I): €™ =0 ist nicht I6sbar
Gleichung Il): X2 ~2x-1=0 = x,, = 2= “24+4 - Zizﬁ

24V8 o4« :2‘2*/§z—0,41

1 2 2

Da aus der Abbildung erkennbar ist, dass das Schaubild von f zwei Extremstellen
besitzt, muss die hinreichende Bedingung nicht dberpruft werden.

¢) Ermitteln Sie anhand der Abbildung einen Ndherungswert fiir das Integral

]'f(x)dx.

=y
o
—
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Es befinden sich ca. 6 Kastchen oberhalb der x-Achse und 4 Kastchen unterhalb
der x-Achse. 1 Kastchen entspricht einem Flacheninhalt von 0,25
Flacheneinheiten.

4
jf(x)dx = 6 Kastchen — 4 Kastchen = 2 Kastchen = 0,5
-1

d) Begriinden Sie mithilfe der Abbildung, dass der Graph von F im Punkt T einen

Tiefpunkt besitzt.

Die Funktion f hat als Ableitungsfunktion von F bei x = -1 eine Nullstelle mit
Vorzeichenwechsel von — nach +.

e) Skizzieren Sie in der Abbildung den Graphen von F. Berticksichtigen Sie dabei
insbesondere, dass F(1) ~ 3,5 und lim F(x) =2 gilt.

7y
y
5
4 G,
| T
"
S~
__\A%--._---__---__--—---—— |
/Gt
/ |
X
>
1 |0 1SN 3 5 | 6 | 7
-1

f) Deuten Sie die Aussage F(2,5)—-F(0) =0 in Bezug auf G, geometrisch.

F(2,5)~F(0) = 2ff(x)dx ~0

0

Im Intervall [0;2,5] ist die Flache, die der Graph von f oberhalb der x-Achse mit
dieser einschlie3t genau so grol3 wie die Flache, die er unterhalb der x-Achse mit
dieser einschlief3t.
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9)

h)

Geben Sie in Abhéngigkeit von k die Anzahl der Nullstellen von h, an.

Bedingung: h, (x)=0
(1-kx*)-e™ =0 Losung mit dem Satz vom Nullprodukt
Gleichung I): e =0 ist nicht I6sbar

Gleichung ll): 1-kx* =0 < x* :%: X :i\/g

Fur k > 0 existieren 2 Nullstellen.
Fiur k <0 existieren keine Nullstellen.

Fir einen bestimmten Wert von k besitzt G, zwei Schnittpunkte mit der x-Achse,
die voneinander den Abstand 4 haben. Berechnen Sie diesen Wert.

Gemal Teilaufgabe g) sind die Nullstellen x = i\/g.
. 1 1 1
Bedingung: 2-,|-=4< ,[—-=2< —-=4<k=0,25
k k k
Beurteilen Sie, ob es einen Wert von k gibt, sodass G, und G, beziiglich der

x-Achse symmetrisch zueinander liegen.

Bedingung flur die Symmetrie zur x-Achse:
f(x)=-h,(x) far alle xe R

(1-x%)-e™* =—(1-kx?)-e™*
& 1-x2 = -1+kx?
Die Gleichung ist fur x = 0 falsch.

Somit gibt es keinen Wert von k, fur den die Schaubilder symmetrisch zur
x-Achse zueinander liegen.
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Aufgabe 2:

a) Zeigen Sie, dass g streng monoton zunehmend ist und die Wertemenge ]0;1[

b)

besitzt.
g ist streng monoton zunehmend, wenn g'(x) >0 fir xe R

Ableitung mit der Quotientenregel: g'(x) = © .(e(ej 1)1_)26 © _ (exe 7
+ +

Da sowohl der Zahler als auch der Nenner immer positiv ist, gilt g'(x) > 0.

X

Wertemenge von g(x) = —
e’ +1

Sowohl der Zahler als auch der Nenner ist immer positiv, also gilt g(x) > 0.
Da der Nenner im grofRer als der Zahler ist, gilt g(x) < 1.

Es gilt lim g(x)—>2=0 und lim g(x) = lim —— =1
X—>—0 1 X—>+0 xa+m1+yx
e

Da g streng monoton zunehmend ist, ergibt sich dadurch die Wertemenge ]0;1[.

Geben Sie ¢g'(0) an und zeichnen Sie G, im Bereich -4 < x <4 unter

Berticksichtigung der bisherigen Ergebnisse und der Tatsache, dass G, in

W(0\|g(0)) seinen einzigen Wendepunkt hat, in ein Koordinatensystem ein.
e” 1

Wegen g’(x):m gilt g’(O):Z.

Wegen g(0)=% ist der Wendepunkt W(O|%).
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c) Der Graph der Funktion g* geht aus G, durch Strecken und Verschieben hervor.

Die Wertemenge von g* ist ]—1;1[. Geben Sie einen méglichen Funktionsterm fiir
g*an.

Um die Wertemenge von ]0;1 auf [-11 zu &ndern gibt es folgende Méglichkeit:
1.Schritt:
Verschiebung des Schaubildes von g um 0,5 nach unten.

© 05
*+1

Neue Wertemenge ]-0,5;0,5[ mit g(x)=g(x)-0,5 =

2.Schritt:
Streckung des Schaubildes von g in y-Richtung mit de Faktor 2.
e

©  _05)=2.
e’ +1 e’ +1

X

Neue Wertemenge |-t mit g*(x)=2-g(x)=2-( —1

d) Bestimmen Sie den Wert von b so, dass die y-Achse dieses Flachenstiick
halbiert.

0 0 1 4
A = dx =|Inje* +1 =In(2)-In(=+1)=In(2)-In(=
1 _mj(g)g(x) x=|Inje* 1] | =I@)-In(z+1)=In(2)-In()
. — . : h'(x) _. .
Begrundung fur die Stammfunktion: Es gilt g(x):m mit h(x) =e* +1
X

Das heildt, im Zahler des Bruches steht die Ableitung des Nenners.
Hier ist die Stammfunktion G(x) =In|h(x)| .

b
0

A, = Tg(x)dx - [m e +1\] =In(e® +1)=In(2)

Bedingung: A, =A,

In(2) - In(%) =In(e® +1)-In(2)

<:>In£+|n(2):ln(eb +1)

Y3
= In%+ln(2): In(e® +1)

PN In(%Z) =In(e® +1)

< 3=€e"+1
=b=In(2)



