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Analysis

1.1  Diein R definierte Funktion f ist gegeben durch f(x)=2-¢e*
Ordnen Sie die Werte

£(0), /(1) und [f(x)dx

nach deren Grdle in aufsteigender Reihenfolge. (4 Punkte)
1.2
Die Funktion g ist gegeben durch
g(x)=x-sin(x), —1<x<10

Die Abbildung zeigt das
Schaubild K, von g.

1.2.1 Bestimmen Sie die gemeinsamen Punkte von K, mit der ersten
Winkelhalbierenden y = x. Geben Sie die Anzahl der BerUhrpunkte an.
(3 Punkte)

1.2.2 Zeigen Sie, dass die Funktion G mit G(x) = —x-cos(x)+ sin(x), —1<x <10
eine Stammfunktion von g ist.
Geben Sie zudem die Stammfunktion von g an, deren Schaubild den Punkt
(0|7) enthalt.
(3 Punkte)

1.3  Ermitteln Sie eine Gleichung der quadratischen Funktion h, die die beiden
folgenden Eigenschaften hat:

e Der Graph von h schneidet die Gerade mit der Gleichung y = %x +1im

Punkt (0]|1) unter einem rechten Winkel.
¢ Die x- und die y-Koordinate des Extrempunkts des Graphen von h stimmen
uberein.
(5 Punkte)
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Stochastik

2

2.1

Eine ideale Mlnze zeigt nach jedem Wurf entweder Kopf oder Zahl an.

Man wirft die Miinze solange bis sie Zahl zeigt, jedoch hochstens dreimal.

2.1.1 Zeichnen Sie ein Baumdiagramm, das dieses Zufallsexperiment vollstandig

2.2

beschreibt.
(2 Punkte)

Bestimmen Sie, wie oft man die Minze im Mittel wirft.
(2 Punkte)

Entscheiden Sie, ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind.
Begrinden Sie:

(1) Wird die Munze funfmal hintereinander geworfen, so ist die

Wahrscheinlichkeit flr das Ereignis ,genau einmal Zahl“ grof3er als %

(2) Es gibt eine Anzahl von Wurfen fur die Folgendes gilt:
Die Wahrscheinlichkeit flr das Ereignis ,genau dreimal Zahl“ ist gleich der
Wabhrscheinlichkeit fur das Ereignis ,genau zweimal Zahl“.
(4 Punkte)
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Stochastik

2.1

2.2

Ein Stapel besteht aus sechs zufallig angeordneten Karten. Davon zeigen
zwei Karten das Bild ,Bube®, zwei das Bild ,Dame® und zwei das Bild ,Konig®“.
Die oberste Karte des Stapels wird von einem Spieler gezogen und deren Bild
wird notiert. Vor dem nachsten Zug wird die Karte wieder in den Stapel
zurickgelegt und dieser neu gemischt.

Der Spieler zieht dreimal nacheinander die oberste Karte des Stapels.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit der folgenden Ereignisse:
E, : Der Spieler hat drei verschiedene Bilder gezogen.

E,: Der Spieler hat genau einmal einen Buben gezogen.
E,: Der Spieler hat mindestens einmal einen Buben oder mindestens zweimal

einen Konig gezogen.
(5 Punkte)

Im Folgenden betragt der Einsatz 5 Euro.
Der Spieler enthalt nur dann eine Auszahlung, falls mindestens zweimal das
gleiche Bild gezogen wird. Die Auszahlung betragt 18 Euro, falls der Spieler
dreimal das gleiche Bild zieht.
Ermitteln Sie die Auszahlung, die der Spieler im verbleibenden Fall erhalten
muss, damit es sich um ein faires Spiel handelt.

(3 Punkte)
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Lineare Algebra: Vektorgeometrie

3 Fir ein Viereck ABCD mit den Eckpunkten A, B, C und D gilt:

1 2 1
AB=| 2 |,BC=|0|,CD=|-2
-2 1 2

3.1 Bestimmen Sie den Vektor DA.
Weisen Sie nach, dass dieses Viereck ein Rechteck ist.
(3 Punkte)

3.2 Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes A, sodass sich die Diagonalen

des Vierecks ABCD in (3,5|4|1,5) schneiden.
(2 Punkte)

3.3 Durch Streckung des Vierecks ABCD wird dessen Flacheninhalt um den
Faktor 5 vergroRRert. Die Seitenverhaltnisse bleiben dabei unverandert.

Berechnen Sie eine Seitenlange des entstehenden, vergroRerten Vierecks.

(2 Punkte)
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Lineare Algebra: Vektorgeometrie

3 Die Gerade g geht durch die Punkte A(2]-2|2) und B(2|4|5).

3.1 Begrinden Sie, dass g parallel zur x,x, -Koordinatenebene ist, aber nicht in

dieser Ebene liegt.
(2 Punkte)

3.2 Bestimmen Sie einen Punkt P auf g, sodass 2:1 das Verhaltnis der

Streckenlangen AP :BP ist.
(2 Punkte)

3.3 C(4/2/1,5) ist ein weiterer Punkt und M(2|1|3,5) ein Punkt auf g.

Weisen Sie nach, dass die Vektoren AB und MC zueinander orthogonal sind.

Berechnen Sie den Abstand von C zur Geraden g.
(3 Punkte)
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Lineare Algebra: Mathematische Beschreibung von Prozessen durch Matrizen

3

3.1

3.1.1

3.2

Die Matrix S ist gegeben durch

i NS YGU I NN
N|= N[~

E bezeichnet die Einheitsmatrix vom Format 2x2.

Im Folgenden ist x mit x =0 ein Vektor, sodass S-X = x gilt.

Vereinfachen Sie den Ausdruck
(S*+8°+S2+S—E)-x

so weit wie moglich.
(2 Punkte)

Bestimmen Sie einen solchen Vektor x. (2 Punkte)

Eine quadratische Matrix heil3t stochastische Matrix, falls alle ihre
Elemente nicht negativ sind und fir jede Spalte die Summe der Elemente
den Wert 1 hat.

Somit ist S eine stochastische Matrix.
Beurteilen Sie, ob die folgende Aussage wahr oder falsch ist:

LIst M eine beliebige stochastische Matrix vom Format 2x2, so ist S-M

eine stochastische Matrix.*
(3 Punkte)
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Lineare Algebra: Mathematische Beschreibung von Prozessen durch Matrizen

3 Gegeben sind die Matrizen
4 2 3 57 6
A=/0 2 0| und B=|4 2 1
0 0 1 4 2 1

3.1 Berechnen Sie die Inverse von A.
(2 Punkte)

3.2  Begriinden Sie, dass die Gleichung B-x = A -y fiir jede Wahl von

B Yi
Y=1Y;
Y3
keine eindeutige Lésung x besitzt. (2 Punkte)

3.3 Untersuchen Sie, ob die Matrizengleichung
A*-B*=(A+B)-(A-B)

gilt, ohne eine der vier Matrizen
A’ B* A+B und A-B

dabei zu berechnen. (3 Punkte)
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Losungen

Analysis

11 f(x)=2-¢"

f(0)=2e° =2
fi(x)=2e* = f(1)=2e ~2.2,7 =54

j.f(x)dx :jzede :[Zex]:) =2e"-2e°=2e-2~54-2=34
0 0

Damit gilt f(0) < Jlf(x)dx <f'(1).

1.2.1 Berechnung der gemeinsamen Punkte durch Gleichsetzen der Funktionen
g(x) = x-sin(x) und h(x) = x:

X-sin(x) = x
< x-sin(x)-x=0
< X-(sin(x)—-1)=0

Ldsung mit dem Satz vom Nullprodukt:

) x,=0
II) sin(x)-1=0 < sin(x) =1
X, =z, X, o
2 2

weitere Losungen liegen aulRerhalb des angegebenen Intervalls

Da die Punkte auf der ersten Winkelhalbierenden y = x liegen, sind die x- und
y-Werte der Punkte identisch.

57 5n

0(010). P(515) QA= 157)

o
2 2

Ob sich die Schaubilder in den Punkten berihren, muss mit Hilfe der
Ableitungen gepruft werden. Es muss gelten: g'(x) =h'(x)

g'(x) =1-sin(x)+ x - cos(x)

h'(x)=1

Prufung fir Punkt O: g'(0) =sin(0)+0-cos(0)=0 und h'(0) =1

Priifung fir Punkt P: g'(Z) =sin(Z)+ X . cos(Z) =1 und h'(Z)=1
ufung fur Pu g(2) sm(2)+2 cos(2) u (2)

. . 5n . 5n. 51 5n 5n
Prifung fir Punkt Q: g'(—) = sin(—)+—-cos(—) =1 und h'(—) =1
g g(7) =sin(7)+ - cos(7) )

Damit berUhren sich die Schaubilder in 2 Punkten, P und Q.

9
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1.2.2 Die Prufung der Stammfunktionseigenschaft erfolgt Uber die Kontrolle, ob

1.3

G'(x) =g(x) gilt.
G(x) = —x-cos(x) + sin(x)

G'(x) =—-1-cos(x)— x-(—sin(x)) + cos(x)
= —C0Ss(X)+ X -sin(x) + cos(x) = x-sin(x) = g(x)

Damit ist gezeigt, dass G eine Stammfunktion von g ist.

Ansatz fur die gesuchte Stammfunktion: G*(x)=—x-cos(x)+sin(x)+C
Bedingung: G*(0)=7: 0-cos(0)+sin(0)+C=7<C=7

Die gesuchte Stammfunktionsgleichung lautet G * (x) = —x-cos(x) + sin(x)+7

Ansatz fir die Funktionsgleichung: h(x) =ax? +bx +c¢
Es gilt h'(x)=2ax +b.

A(0|1) liegt auf dem Schaubild: h(0)=1: c=1
senkrechter Schnitt:

Die gegeben Gerade hat die Steigung % damit hat die Tangente an das
Schaubild von h im Punkt A die Steigung m = —% =—4.

4
Bedingung: h'(0)=-4: b=-4

Zwischenergebnis der Funktionsgleichung: h(x) = ax* —4x +1

Ubereinstimmung der x- und y-Koordinate des Extrempunktes:
Berechnung der Extremstelle von h: h'(x)=0

h'(x) =2ax -4
2ax—4:0<:>x:i:g
2a a
2
Nun soll gelten: h(g):2 a (gj -4 —+1:g
a a a a a
4 8 2
a—-——+1=—
a® a a
4 8 2
&S ———+1=—
a a a
<:>1=§
a
<a=6

Funktionsgleichung: h(x) = 6x* —4x +1

10
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Stochastik

2.1.1 Baumdiagramm:

2.1.2 Die ZufallsgréfRe X beschreibe die Anzahl der Versuche.

2.2

(1)

Gesucht ist der Erwartungswert von X.

Die Zufallsgrofie X kann nur die Werte 1 oder 2 oder 3 annehmen.

P(X=1)=P(Z)=%
11 1
P(X=2)=P(KZ)==-—=—
( )=P(K2) 2'2°12
p(x:3):p(KKz)+p(KKK):1.1.1+1.1.1:1+1:1
222 222 8 8 4
EX) =142 04317 475
2 "4 T4 4

Im Durchschnitt wird die Manze 1,75mal geworfen.

Die Zufallsgréfie X sei die Anzahl der Wirfe mit Ergebnis ,Zahl*.

X ist binomialverteilt mit n =5 und p :1.

px=1) = .1(1]“_5.(1j5_3
1) 2 2) Tl2) 32

Da S > 4 = 1 gilt, ist die Aussage wahr.
32 32 8

11
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(2)

Die ZufallsgroRe X sei die Anzahl der Wurfe mit Ergebnis ,Zahl”.

X ist binomialverteilt mit unbekanntem n und p :%.

JEGCIEE
- %@” G

<n=5

Die Aussage ist wahr. Die Bedingung gilt fir 5 Wirfe.

12
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Stochastik

w
w
SV N
N
\l

21 P(E,)=P(BDK,BKD,DKB,DBK,KBD,KDB) =6 -— - —

E,: Die Zufallsgré3e X gibt die Anzahl der Buben an.

X ist binomialverteilt mit n =3 und p :%:

P(X-ﬂ-f]-[i}[zf-3-“-f
-7 1)3)3) T39 9

E,:
A: mindestens ein Bube
B: mindestens zwei Konige

Additionssatz: P(E,) = P(A UB) =P(A)+P(B)-P(A NB)
2]3 19
3) 27

3.

1vV2 1 6 7
+3. =] Ee—t—=—
3) 3 27 27 27

P(A) =1-P(kein Bube)=1-

Q)I—\

P(B) = P(KKK) + 3 -P(KKK) =

P(A ~B)=3.P(KKB) = (

23

P(E;)=P(A)+PB)-P(ANB) -2+ -2~ 22

2.2 Die ZufallsgroRe X gibt die Auszahlung in Euro an.

Wahrscheinlichkeit fur dreimal dasselbe Bild:

P(KKK)+P(BBB)+P(DDD)=3- (%j :%

Wahrscheinlichkeit fir zweimal dasselbe Bild:

3. (P(KKK)+P(BBB)+P(DDD)) = 3- ( 1.1.2, 3) =§

Die gesuchte Auszahlung sei x.

P(X:18):% und P(X = x)=2

1 2 2

Ansonsten gibt es keine Auszahlung, also P(X=0)= 1—5—5 =3

13
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Bedingung fur faires Spiel: E(X) = 5 Euro (Einsatz)

1 2 2

E(X)=18-—+x-—+0-—=5
9 3 9
c>2+zx:5
3
< x=4,5

Im verbleibenden Fall muss der Spieler eine Auszahlung von 4,50 Euro
erhalten, damit das Spiel fair ist.

14
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Lineare Algebra: Vektorgeometrie

3.1 Skizze des Vierecks:

1\ (2 1 )
DA=-CD-BC-AB=-|-2|-|0|-| 2 |=| O
2 1] (=2] =1

Kontrolle, ob das Viereck ein Rechteck ist:

e Es handelt sich um ein Parallelogramm, da AB =-CD gilt, das heilft
die gegenuberliegenden Vektoren sind parallel und gleich lang.
e Im Punkt B existiert ein rechter Winkel, da

1) (2
AB-BC=| 2 |-|0[=2+0-2=0 gilt.
2/ (1

Damit liegt ein Rechteck vor.

3.2

S(3,51411,5)

Die Berechnung der Punktkoordinaten von A erfolgt mit Hilfe des Ortsvektors
des Punktes A.

3,5 -1 -2
o?=0—8+%-07\=®+%-(c—D+ﬁ)= 4 +%. 20+ 0
1,5 2 -1

3,5 -15 2

= 4 |+ -1 |=|3

1,5 0,5 2

Der Punkt A hat die Koordinaten A(2|3]2).

15
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3.3

Berechnung der Seitenlangen des Rechtecks:

1
‘A—B‘z 2 | =+1+4+4 =3 Langeneinheiten
2
2
\B‘é\: 0|=v4+0+1=+5
1

1.Losungsmaoglichkeit:
Flacheninhalt des Rechtecks: A =3-/5

Flacheninhalt des Rechtecks nach der Streckung: A__, = 3-45-5=15.4/5
Gesucht ist nun der Faktor k, um den die Seiten des Rechtecks gestreckt
werden mussen.

Die Lange der verlangerten Seite AB betragt 3-k
Die Lange der verlangerten Seite BC betragt J5 -k

Somit muss gelten:

3-k-v5-k=15-/5
< k?=5
—k=+5

Die negative Losung von k kann man vernachlassigen.

Somit haben die neuen Seiten folgende Langen:
Lange der verlangerten Seite AB : 345 Langeneinheiten

Lange der verlangerten Seite BC : V5-4/56=5 Langeneinheiten

2.Losungsmoglichkeit:

Hier muss man folgende Formel kennen, die Ublicherweise in der Mittelstufe
behandelt wird:
Wird eine Figur mit dem Faktor k gestreckt, verandert sich der zugehorige

Flacheninhalt mit dem Faktor k2.

k2=5=k=+/5
Somit verlangert sich jede Seite mit dem Faktor J5.

Somit haben die neuen Seiten folgende Langen:
Lange der verlangerten Seite AB : 345 Langeneinheiten

Lange der verlangerten Seite BC : /5-4/5=5 Langeneinheiten

16
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Lineare Algebra: Vektorgeometrie

3.1

3.2

Aufstellen der Geradengleichung von g:

2 0
g X=|-2|+t|6
2 3

Da die x,-Koordinate des Richtungsvektors gleich Null ist, ist die Gerade
parallel zur x,x,-Koordinatenebene.

Da die x,-Koordinate des Stltzvektors ungleich Null ist, liegt g nicht in der
Koordinatenebene.

A P B

Das angegebene Verhaltnis 2:1 sagt aus, dass die Strecke AB gedanklich in
3 gleiche Teilsticke aufgeteilt wird. Die Lange von 2 Teilstiicken entsprechen

der Strecke AP.

0) (2
Somit gilt;: 6ﬁ=6&+§-§§= 2 +§- 6|=|2
2 3) |4

Der Punkt P besitzt die Koordinaten P(2|2|4).

17
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3.3

C
*
|
|
|
|
|
[
|
. l .
A M B
Nachweis der Orthogonalitat:
0 2
AB=|6|und MC=| 1
3 -2
0 2
Esgilt AB-MC=[6|-| 1 |[=0+6-6=0
3) -2

Da das Skalarprodukt Null ergibt, stehen die Vektoren senkrecht zueinander.

Der Abstand von C zu g entspricht dem Abstand der Punkte C und M aufgrund
der gerade gezeigten Orthogonalitat.

2
d(C,g)=‘ﬁC‘= 1 |=vat1+4=3
2

18
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Lineare Algebra: Mathematische Beschreibung von Prozessen durch Matrizen

3.1.1

3.1.2

Esgilt S-x =X.
Daraus folgt:

$2.x=5-S-x=S-x=X.
S$*.x=S-82.x

-S.x=
S*.x=5-8°.x=S-x=

X1 X

Vereinfachung des Terms (S* +S° +S? +S—E)-x:

(S*+S8°+82+S-E)-x=S* x+8° x+S2-x+S-x—E-x
=X+ X+X+X—X=3-X

11
Es soll gelten: 420 %1%
s 1))l
4 2
1 3 1
—X, +§X2 = X —Zx1 +§X2 =0
SN
Sx +ix, = x Sy, 1x, = 0
4 1 2 2 2 4 1 2 2

Addition der beiden Zeilen ergibt 0 = 0.
Das heildt, dass das Gleichungssystem unendlich viele Lésungen besitzt.

Da nur eine Losung gesucht ist, kann fur eine Variable ein beliebiger Wert

vorgegeben werden (aber nicht Null, da der Fall x =0 in der
Aufgabenstellung ausgeschlossen wurde).

Vorgabe: x, =2
Aus der 1.Gleichung folgt dann:

<[ 73
Ein moglicher Losungsvektor ist X = 3
2

(es gibt aber auch viele andere mdgliche Lésungen).

19
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3.2

M sei eine stochastische Matrix.

a

Es gilt M=
> 9 (1—a 1-b

j, wobei 0 <a<1 und 0<b <1 gelten muss, damit alle

Elemente der Matrix nicht negativ sind.

1 1 1 1 1. 1
- = —a+—-(1-a) —b+—-(1-b
s.|v|=42-(a b )\ _| 4 p(173) b+ (1-b)
3 12 1=b) 13 Yasa) 3b+l¢-p)
4 2 4°7 2 4 2
_1a+1 _1b+1
sMo| 4 2 4 2
1 1 1
—a+—- —b+—
2 4

Kontrolle, ob S-M eine stochastische Matrix ist:

1.) Die Summe der Spalten ergibt 1, damit ist diese Bedingung erfillt.

2.)Da 0<a<1und 0<b<1ist, sind alle Elemente der Matrix S-Mnicht
negativ, damit ist auch diese Bedingung erflllt.

S-M ist eine stochastische Matrix.

20
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Lineare Algebra: Mathematische Beschreibung von Prozessen durch Matrizen

3 Gegeben sind die Matrizen
4 2 3 5 7 6
A=/0 2 0| und B=|4 2 1
0 0 1 4 2 1

3.3 Untersuchen Sie, ob die Matrizengleichung
A’ -B?=(A+B)-(A-B)

gilt, ohne eine der vier Matrizen
A’ B* A+B und A-B

dabei zu berechnen. (3 Punkte)

3.1 Inverse von A:

() (4 23100 (I ==3-(+(1) (4 2 01 0 -3
ay |o 200 10 (1) 0200 1 0
any (o o 1o o 1 (1) 00 10 0 1

H**=a-n*(-4 0 0o-1 1 3 |- (—4)
I

() 0 200 10 |2
(1) 0 0 10 0 1
11 3
4 4 4
At=lo 1 o
2
0o 0 1

32 B-x=A-y

Wiirde die Gleichung eine eindeutige Lésung x besitzen, kdnnte man die
Gleichung wie folgt auflésen:

21
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3.3

X:B_1.A.y

Allerdings existiert die Inverse der Matrix B nicht.

Dies kann man daran erkennen, dass in der Matrix zwei Zeilen

Uubereinstimmen.

A*-B*=(A+B)-(A-B)
Aufldsen der Klammern ergibt:

(A+B)-(A-B)=A2—AB +BA -B?

Das Ergebnis ist nur dann A*> -B? | falls A-B=B-A gelten wiirde.

Kontrolle:

4
A-B=|0
0

5
B-A=|4
4

40

20

Alleine der Eintrag links oben zeigt, dass die Matrizen nicht gleich sind.

Damit gilt die Matrizengleichung nicht.
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