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Aufgabe A 2.1

Die Funktion f beschreibt fur 0 <t <8 modellhaft die Wachstumsgeschwindigkeit
eines Apfelbaums, der zu Beobachtungsbeginn 0,8m hoch ist (t in Jahren nach
Beobachtungsbeginn, f(t) in Meter pro Jahr).

a) Die Abbildung in der Anlage zeigt den Graphen G, von f.

Bestimmen Sie die Lange des Zeitraums, in dem die Wachstumsgeschwindigkeit
des Apfelbaums groRRer als 0,5 Meter pro Jahr ist. (1VP)

Bestimmen Sie die Hohe des Apfelbaums zwei Jahre nach Beobachtungsbeginn.
(2 VP)

Die Wachstumsgeschwindigkeit eines Birnbaums, der zu Beobachtungsbeginn 1,2 m
hoch ist, wird fur 0 <t <8 modellhaft beschrieben durch die Funktion g mit

g(t)=t*>-e™" (tin Jahren nach Beobachtungsbeginn, g(t) in Meter pro Jahr).

FUr die Ableitungen der Funktion g gilt:
gt)=2t-e*-t*.e™ g'(t)=2e" -4t-e' +t*-e™

b) Berechnen Sie den Zeitpunkt, zu dem die Wachstumsgeschwindigkeit des
Birnbaums am gréften ist, und geben Sie diese Wachstumsgeschwindigkeit an.
(2 VP)

Begrunden Sie, dass der Birnbaum ab diesem Zeitpunkt weiterhin wachst, die
Wachstumsgeschwindigkeit jedoch standig abnimmt. (2 VP)

Formulieren Sie eine Frage im Sachzusammenhang, die auf die Gleichung
1 x+5

3 [ g(t)dt=0,3 fiihrt. (1,5 VP)

c) Zeigen Sie, dass fur 0 <t <8die Funktion h mit
h(t) = (—t* -2t-2)-e" +3,2
die Hohe des Birnbaums beschreibt (t in Jahren nach Beobachtungsbeginn,
h(t) in Meter). (2 VP)

d) Durch die Zugabe eines Dlngers wird das Wachstums von Birnbaumen
beeinflusst. Die Hohe eines gedungten Birnbaums wird durch die Funktion k
beschrieben mit k(t)=-2,3e™" +3,5
(t>0 in Jahren nach Beobachtungsbeginn, k(t) in Meter).

Die Hohe eines ungedungten Birnbaums wird weiterhin durch die Funktion h
beschrieben. Beide Birnbaume haben zu Beobachtungsbeginn dieselbe Hohe.
Berechnen Sie den Zeitpunkt, bis zu dem die Wachstumsgeschwindigkeit des
gedingten Birnbaums grofRer ist als die des ungediingten Birnbaums.
Untersuchen Sie rechnerisch, welcher der beiden Baume zuerst eine Hohe von
3,1 m erreicht.

(1,5 VP)
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Aufgabe A 2.2

Fir jedes t > 0 ist eine Funktion f, gegeben durch f (x) = -4x® +12tx>.
a) Bestimmen Sie die Nullstellen von f,. (1VP)
Der Graph von f, schliet mit der x-Achse eine Flache mit dem Inhalt A, ein.

Ermitteln Sie denjenigen Wert von t, fir den A, = ? gilt. (2,5 VP)

b) Far tzg gibt es Tangenten an den Graphen von f,, die den Punkt S(3|0)

enthalten.
Berechnen Sie die x-Koordinaten der zugehoérigen Beruhrpunkte. (2,5 VP)
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Abbildung zu Aufgabe A 2.1
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Losungen

Aufgabe A 2.1

a) Bestimmen Sie die Lédnge des Zeitraums, in dem die Wachstumsgeschwindigkeit
des Apfelbaums gréBer als 0,5 Meter pro Jahr ist.

Aus dem Schaubild von f kann man ablesen.
f(1)= 0,5 und f(3,5)~ 0,5

Der gesuchte Zeitraum betragt ca. 2,5 Jahre.

Bestimmen Sie die Héhe des Apfelbaums zwei Jahre nach Beobachtungsbeginn.

2
Die Hohe des Apfelbaums berechnet sich mit der Formel O,8+jf(t)dt.
0

Das Integral kann man anschaulich mit Hilfe des Schaubilds von f
naherungsweise bestimmen.

Meter
Jahr

1 Kastchen entspricht einer Hohe von 0,5Jahre - 0,1 =0,05 Meter

Im Intervall [0;2] befinden sich zwischen dem Schaubild von f und der t-Achse
ungefahr 17 Kastchen.

2
Daraus folgt 0,8 + J.f(t)dt ~0,8+17-0,05=1,65Meter

0

Nach 2 Jahren ist der Baum ungefahr 1,65 Meter hoch.

b) Berechnen Sie den Zeitpunkt, zu dem die Wachstumsgeschwindigkeit des
Birnbaums am gréf3ten ist, und geben Sie diese Wachstumsgeschwindigkeit an.

Gesucht ist die Stelle, an der sich der Hochpunkt des Schaubildes von g befindet.

Hinreichende Bedingung fur den Hochpunkt: g'(t)=0 und g"(t) <0
2t-e'—t?.e'=0

ot-e'(2-1)=0

Lésung mit dem Satz vom Nullprodukt ergibtt = 0 oder t = 2

g"(0)=2>0 ; beit=0 liegt ein Tiefpunkt vor
g'(2)=2e%-8e?+4e?=-2e%<0

Somit ist die Wachstumsgeschwindigkeit nach 2 Jahren maximal.
Die maximale Geschwindigkeit betragt g(2) = 4e ~ 0,54 Meter pro Jahr
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d)

Begriinden Sie, dass der Birnbaum ab diesem Zeitpunkt weiterhin wéchst, die
Wachstumsgeschwindigkeit jedoch sténdig abnimmt.

Fart> 2istg(t) > 0.

Das heil’t, dass die Wachstumsgeschwindigkeit auch fur t > 2 positiv ist und der
Baum auch nach 2 Jahren weiterhin wachst.

Firt>2ist g(t)=t-e"'-(2-t) <0,dat-e"'>0 und 2-t<0 ist.
Damit ist die Funktion g fur t > 2 streng monoton fallend.

Das heildt, dass die Wachstumsgeschwindigkeit flir t > 2 abnimmt.

Formulieren Sie eine Frage im Sachzusammenhang, die auf die Gleichung
1 X+5

s [ g(t)dt=0,3 fiihrt.

Bei der Integralformel handelt es sich um die Mittelwertformel.
Gesucht ist der Beginn eines 5-Jahresintervall [x ; x+5], in welchem die mittlere
Wachstumsgeschwindigkeit 0,3 Meter pro Jahr betragt.

Es ist zu zeigen, dass die Funktion h eine Stammfunktion von g ist.

h'(t)=(-2t-2)-e ' +(-t* —2t-2)-e ' - (-N)=e ' (-2t—2+t? + 2t + 2) =t . &'
Somit ist h'(t) = g(t), also ist die Stammfunktionseigenschaft bestatigt.

Weiterhin gilt auch h(0) = 1,2 was der Anfangshdéhe des Baumes entspricht.

Berechnen Sie den Zeitpunkt, bis zu dem die Wachstumsgeschwindigkeit des
gediingten Birnbaums gréfer ist als die des ungedlingten Birnbaums.

Gesucht ist der Zeitpunkt t, fur den gilt: k'(t) > g(t)
Es gilt k'(t)=2,3e™

23e"'>t?.e" |:e"' (Division ist erlaubt, da e =0 ist)
<t2<2,3
= /2,3 <t<+2,3 ~152

Bis etwa 1,5 Jahre nach Beobachtungsbeginn wachst der gedingte Baum
schneller als der ungedungte Baum.

www.mathe-aufgaben.com
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Untersuchen Sie rechnerisch, welcher der beiden Baume zuerst eine Hohe von
3,1 m erreicht.

Zeitpunkt, zu dem der gedliingte Baum 3,1m hoch ist: k(t) = 3,1

-23e'+3,5=31 <:>e_t=%<:>t=—|n 0.4 ~175
2.3 2,3

Der gedungte Baum ist nach 1,75 Jahren 3,1 Meter hoch.

Hohe des ungedungten Baumes nach 1,75 Jahren: h(1,75)~1,71 < 3,1 Meter
Somit erreicht der gedingte Baum zuerst eine Hohe von 3,1 Meter.

Aufgabe A 2.2

a) Bestimmen Sie die Nullstellen von f,.

b)

f(x)=0: —4x’ +12tx* =0 < x*-(-4x+12t)=0

Lésung mit dem Satz vom Nullprodukt: x, =0 und x, =3t
. , . . 16 .
Ermitteln Sie denjenigen Wert von t, fiir den A, = 3 gilt.

3t
0

3t
j f(x)dx =[ —x* +4tx® | " =~(3t)" +4t-(3t)° = -81t* +108t* = 27t"
0

Bedingung: 27t* = 16 o t=+s /E = J_rz
3 81

Dat > 0 ist, kommt nur t:g in Betracht.

Es gilt f,(x)=—-4x>+8x* und f}(x)=-12x* +16x
3 3
Vom Punkt S(3]0) aus werden Tangenten an das Schaubild von g angelegt.

Allgemeine Tangentengleichung: y =f,(u)-(x—u)+f,(u)
3 3

Einsetzen des Punktes S(3|0):

0 =(-12u* +16u)- (3—u) - 4u® + 8U7

< 0=-36U° +12u° + 48u—16u® — 4u® + 8u®

< 0=8u° —44u” +48u

=3t (8u2 —44u + 48) =0 Losung mit dem Satz vom Nullprodukt
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) u,=0
44 +20

Il) 8u*-~44u+48=0 abc-Formel: u,, = T u,

Die x-Koordinaten der Beruhrpunkte sind 0, 1,5 und 4.



