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Aufgabe 1: (abgewandelte Abituraufgabe 2004)

a) Benachbarte Seitenflachen bilden einen stumpfen Winkel. Wie grof3 ist dieser?

Um den Winkel zwischen zwei Seitenflachen zu ermitteln, werden zunachst die
Koordinaten der vorhandenen Punkte benétigt.

Der Punkt auf der Grundflache links hinten sei der Ursprung O(0/0/0).

Dann ergibt sich P(2|0|0), Q(2]2|0) und S(1|1|2).

8@0 a@o ae 10
Ebenengleichung durch PQS: E: X = cO++r ><g2 =+ s><g 1=+

0y 0y §25

®0 &1l o406 206
Normalenvektor von E: n=%2"" %1 7=%7 bzw. gekurztn*—go

o5 825 £2 3

8@0 a@o aéo
Ebenengleichung durch OPS: H: X = cO=+ +r><g0 +s><g1-

0y 0y 25

8@9 Ao 200 20 6
Normalenvektor von H: n = ¢0+" ¢cl+=¢- 4+ bzw. gekirzt n*=§- 2:
S5 25 §2 5 €1
Winkel zwischen den Ebenen:
a@o &0 C
{0122
él% é 14 1
cosa = —b a=785°
J5xf5 5

Da der stumpfe Winkel (>90°) gesucht ist, ist der gesuchte Winkel
b =180°- 785° =1015°.

b) Wie viel Prozent der Vorderflache beansprucht die Einstiegsoffnung?

Die Vorderflache PQS ist ein gleichschenkliges Dreieck.
Der Mittelpunkt M der Grundseite PQ besitzt die Koordinaten M(2|1|0).

Flacheninhalt des Dreiecks PQS: A =% _Q MS



http://www.mathe-aufgaben.com

www.mathe-aufgaben.com Abituraufgaben Analytische Geometrie Wabhlteil

Flacheninhalt des Trapezes ABCD:
Eckpunkte A(2/0,5|0), B(2|1,5|0), C(1,5|1,25|1), D(1,5|0,75]|1)

A :AB+CD>h —1+O’5>h

Trapez 2 Trapez — 2 Trapez

Die TrapezhoOhe entspricht der Strecke vom Mittelpunkt M(2|1]|0) der Strecke AB
zum Mittelpunkt M*(1,5|1|1) der Strecke CD.

A E>{|vuv|*:075 ¢ 0
2

Trapez —

1=0,75%/1.25 » 0,839 m?

A N
Trapez - 0,75 %125 =0,375 =375%

Prozentualer Anteil =
ADreieckPQS \/g

c) Berechne die Lange der Strecke C*D*, wenn sich die Lampe 25cm unter der
Zeltspitze befindet.

Die Lampe hangt im Punkt L(1]|1]|1,75) — also 0,25 m unterhalb der Spitze S.
Der Punkt C* ist der Schnittpunkt der Gerade durch L und C mit der
X, - X, - Ebene.

Koordinatengleichung der X, - x, - Ebene: x, =0

(a;el 0 ae05 o
Gerade durch LC: g: X = ¢l _+r><g 0,25 +

1754 80,75,Zj
a3 19

Schnitt mit der x, - x, - Ebene: 175- 0,75 =0U r——D 0*86 |—|O

Der Punkt D* ist der Schnittpunkt der Gerade durch L und D mit der
X, - X, - Ebene.

Es:el 9 E;90,5 9
Gerade durch LD: h: x = ¢ 1 ++rx- 025+
€755 & 0754

Schnitt mit x, =0: 175- 0,75% =00 r——b D*aé3|£|0_
&6 '12' 5
e 0
¢ 14”
Fur die gesuchte Strecke ergibt sich C*D* =|¢- E ;
80 :
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Aufgabe 2: (abgewandelte Abituraufgabe 2004)
a) Beschreibe die Lage der Ebene E;.
E,:3x,- X;=0

In der Ebenengleichung fehlt die Variable x, .
Das heil3t, dass die Ebene E5 parallel zur x, -Achse ist.
Da der Ursprung O(0|0|0) auf E5 liegt, liegt die x, -Achse in der Ebene.

Bestimme seine Koordinaten.

Geradengleichung von g, durch A und senkrecht zu E, :

gy g0
ga: X=¢0++tx 0 + (Richtungsvektor von g = Normalenvektor der Ebene)
§0p &1

Schnittpunkt der Gerade und der Ebene:

axl0+ax)- (-t)=0

U 10a+a’t+t=0
U txa®+1)=-10a
0 t='21°a

a“ +1

Einsetzen von t in die Geradengleichung:
10a® 10(a*+1)- 10a®* _ 10

\=10- 2 aZ +1 T at+1
X, =0
X, = 10a
a’+1
e 10 10a ¢

Schnittpunkt: D 0 -
P a8a2+1I |a2+1¢,
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b) Zeige, dass das Dreieck ABD, fir jedes a > 0 rechtwinklig ist.

Zunachst werden die Dreiecksseiten als Vektoren dargestellt:

a2 10 0
AB =¢ 10 =+ BD, =¢ - 10 +
8 0 = ¢ 10a -+
[} -
ga’ +1g
e 10 9 @ 10a’0
ga2+1 D ogatel
ADa:g 0 —:g 0 -
g 10a * § 10a
g a’+1 g ga‘+ly

Prifung der Rechtwinkligkeit des Dreiecks im Punkt D, :

_ 2
BD >AD. = 10 -10a L0+ 10a _10a

= =0 unabhangig von a.
a  at+1 a*+1 a’+1 a*+1 949

Damit ist die Rechtwinkligkeit fur jedes a > 0 bewiesen.
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Aufgabe 3: (abgewandelte Abituraufgabe 2005)

a) Stelle die Pyramide in einem Koordinatensystem dar.
Zeichne das Viereck BCFG ein.

Gib die Koordinaten der Punkte F und G an.

Gleichung der Ebene E,: 2x; +3x3 =16

Berechnung des Schnittpunktes F:

0 40
Geradengleichung durch D und S: gpg: X =38+ tx-4.

ARy
Schnitt von E, mit g,5: 2x4t+3>8t =16 b =%

Daraus ergibt sich als Schnittpunkt F(2|6]4).

Berechnung des Schnittpunktes G:

D9
Geradengleichung durch A und S: gas X =c0++txc4+
Op &85

1

Schnitt von E, mit g,;: 2x4t+38t =16 P t=E

Daraus ergibt sich als Schnittpunkt G(2|2|4).
5
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b)

Zeige, dass das Viereck ein gleichschenkliges Trapez ist.

Das Viereck BCFG ist ein Trapez, wenn die gegenuberliegenden Seiten [BC] und
[FG] parallel sind.

209 200
BC =8+ und GF = ¢4+ sind Vielfache zueinander und somit parallel.
€05 &5

Also ist das Viereck BCFG ein Trapez.

1=/36+4+16 =+/56 1=J36+4+16 =/56

Da die beiden Seiten gleich grol3 sind, ist das Trapez gleichschenklig.

Wie grol3 sind die Innenwinkel dieses Trapezes?

é’(’? ae6('?
g2’
o 5666 S0384: 16
Winkel bei B: cosh=—— = = b b»745°
|BCHBG| B9 |e6d 64x/36+4+16
G Co =

Aufgrund der Gleichschenkligkeit ist der Winkel im Punkt C genau so grof3.
Die jetzt noch unbekannten Winkel in F und G sind ebenfalls gleich grol3.

Mit der Winkelsumme im Trapez gilt: 2x74,5+2x3=360° b g=105,5°
Die Winkel im Punkt F und G sind jeweils 105,5° grol3.

Bestimme r* so, dass die Pyramidenspitze S von der Ebene E,. den Abstand 4
hat.

r>x; +33X3 - 8r _

HNF der Ebene E;: 0
r2+9
Abstand S von E, : 4>¢+24_8>¢|=4b 24-4n_,
Vrz+9 | Vrz+9
LRl 224 - 4p 6-r=Jr7+9 b 36- 12r+r2=r2+9p 12r=27b r="2
Vr2+9 4

Probe der Losung flhrt zu einer wahren Aussage
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oFal 22— Ab G+r=+Z+9Db 12- 12r+36=r2+9p 12r=27p r=2
Vr2+9 4

Probe der L6sung fuhrt zu einer falschen Aussage

Es gilt also r* = % (aus dem 1.Fall) und somit ist die gesuchte Ebene
9
Eg :Zx1+3x3 =18

4

Gib die Koordinaten desjenigen Punktes in dieser Ebene E,. an, der von S den
Abstand 4 hat.

Der gesuchte Punkt ist der Schnittpunkt P der Lotgeraden h durch S(4|4|8)
orthogonal zur Ebene.

a0

B0 &)

Lotgeradengleichung: h: X = cd+ +t><gO_
85 3%

& o
Schnittpunkt von h mit E; :
2

9,,.9
—(4+=1t)+3(8+3t)=18
g (A1, 0+3(@8+3

U 9+§3t+24+9t:18
16

t=-22
15

Daraus ergibt sich der Schnittpunkt P(g | 4] %)

>

c) Weise nach, dass die Gerade durch B und C in jeder Ebene E, liegt.

8@0 @o
Geradengleichung durch B und C: ggc : X = cO+ +t><g8_
805 &0y

Schnittvon E, und gg.: r>8+3>0 =8r

Dies ist eine wahre Aussage fir jedes r1 [ .
Somit liegt die Gerade gg. in jeder Ebene E, .
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Welche Schnittfiguren sind mdglich? Gib die jeweiligen Werte von r an.
Die Ebenenschar enthalt unabhangig vom Wert von r immer die Punkte B und C.
Die Ebenenschar dreht sich somit um diese "Achse” [BC].

Enthalt die Ebenenschar den Punkt A(0|0|0) (dies ist fur r = O der Fall) stimmt die
Ebene mit der Grundflache der Pyramide Uberein. Schnittfigur: Quadrat

Enthalt die Ebenenschar den Punkt S(4|4|8), liegt die Dreiecksoberflache BCS
auf der Ebene.

S(4]4|8) liegt fiir folgendes r auf der Ebene: rx4 +38=8x U r=6
Schnittfigur: Dreieck

Fur alle O <r < 6 liegt die Ebene innerhalb der Pyramide und die Schnittfigur ist
ein gleichschenkliges Trapez.

Fur r <0 oder r > 6 hat die Ebene mit der Pyramide nur die Grundkante [BC]
gemeinsam.
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Aufgabe 4: (abgewandelte Abituraufgabe 2005)

a) Bestimme eine Gleichung von E.

Da E parallel zur Geraden g verlauft, ist der Richtungsvektor von g auch ein
Spannvektor von E. Ein zweiter Spannvektor von E ist der Vektor AB.

k&0 Ao a@o
E: x gl_+r><g0 +s><g4_
By Oy O

Umformung der Ebene in eine Koordinatengleichung:
ado a®0 a6 a@('_j
=% $47=%0" bzw. vereinfacht n*=%0"

ot 3 3

Ansatz Koordinatengleichung: x, =d
Einsetzen des Punktes A(2|1|3) ergibt d = 3.

Koordinatengleichung von E: x, =3

Beschreibe die Lage von E.

Die Ebene E ist eine um 3 nach oben verschobene parallele Ebene zur
X, - X,-Ebene.

Welchen Abstand hat g von E?

Da g parallel zu E ist, wird auf der Gerade g ein beliebiger Punkt ausgewahlt
(z.B. P(5|3|5)) und dessen Abstand zur Ebene E ermittelt.

Da die x,-Koordinate von P den Wert 5 besitzt ist und die Ebene E eine um 3
nach oben verschobene parallele Ebene zur x, - x,-Ebene ist, ist der gesuchte
Abstandd=5-3 = 2.

Man kdnnte den Abstand alternativ auch mit der HNF von E bestimmen.
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b) Bestimme die Koordinaten von T.

Da der Punkt T auf der Geraden g liegt, besitzt er die Koordinaten T(5+r|3|5).
Das Dreieck ABT ist bei T rechtwinklig, wenn gilt: AT>BT =0

SB+roa8+ro
2 &-27=0b (3+r)°-4+4=0bP r=-3 also T(2|3|5).

$2 5823
Welchen Flacheninhalt hat das Dreieck ABT?

Da das Dreieck ABT im Punkt T rechtwinklig ist, berechnet sich der Flacheninhalt
wie folgt:

Bestimme einen Punkt, der von A, B und T den gleichen Abstand hat.

Der Punkt, der von allen Eckpunkten des Dreiecks gleichen Abstand besitzt, ist
der Umkreismittelpunkt.

Da es sich um ein rechtwinkliges Dreieck handelt, ist der Umkreis der
Thaleskreis, dessen Mittelpunkt auf der Mitte der Hypotenuse [AB] liegt.

Der Mittelpunkt der Strecke [AB] ist M,;(2|3|3) und dies ist der gesuchte Punkt.

c) Bestimme dessen Volumen.

C

A S B

Der Radius des Doppelkegels entspricht dem Abstand des Punktes C von der

29 200
Geraden gpp : X = ¢ls+r>xc4-.
85 &5

10
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Allgemeiner Punkt auf der Geraden: S(2|1+4 x| 3)
Bedingung: CSxAB =0

e 0 0a90
C2+4r¢4-=0 0 -8+16r=00r=05

§ 2 550

LotfuRpunkt S(2|3|3)

Radius der beiden Kegel: r= |§| =

Hohe des ersten Kegels: h, = |A—S| =

1 8
Vl.KegeI = 5 P X >h1 = 5 p

1 8
V2.Kege| = 5 P >1‘2 >h2 = 5 p
v, 16

oppelkegel = 3

11
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Aufgabe 5: (abgewandelte Abituraufgabe 2006)

a) Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene E.

Parameterform von E: x :g 5 :+r><g- 4:+s><g 4 -
&45 &85 &4y

&3 0 &l o 270

el o 70 o 480 ety
Normalenvektor von E: n=¢- 4 ¢ 4 <=¢- 60+ bzw. gekirzt n* = 57
G875 645 & 245 &2}

Ansatz fur Koordinatengleichung: E: 4x, +5x, +2x, =d
Einsetzen des Punktes A(3|5]-4): 12+25- 8=d U d=29
Koordinatengleichung: E: 4x, +5x, +2x, =29

Zeige, dass das Dreieck ABD gleichschenklig, aber nicht gleichseitig ist.

Fur die Gleichschenkligkeit missen zwei der drei Dreiecksseiten gleich lang sein.

el g e’
E:|A_B.|:g'4:§:\/ﬁ:9 E:|E|:g4:\/a:9
8 4 4
e 84
BD =[BD| =|¢ 8 =144 =12
¢4

Das Dreieck ist gleichschenklig, aber nicht gleichseitig.

Bestimme die Koordinaten des Punktes C so, dass das Viereck ABCD eine Raute
ist.

D

12
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b)

Koordinaten von C erhalt man mit Hilfe eines Vektorzuges:

A0 @70 ®30
OC=OB+AD=¢1_+%4 =557 Somitgilt C(-3|5/8)
4 845 885

Berechne die Koordinaten des Diagonalenschnittpunktes M dieser Raute.

Der Diagonalenschnittpunkt M entspricht dem Mittelpunkt der Strecke BD.
Somit gilt M(0]5]2).

Bestimme das Volumen dieser Pyramide.

Pyramide

Das Volumen der Pyramide wird berechnet mit der Formel V = % G xh

_ex _AC>8D

Grundflache = Rautenflache: A, = > 5

Es gilt AC=|AC| =|¢0 ]=+/36+144 =180 und BD =12

A

1042 g i

Raute

Die Hohe der Pyramide entspricht dem Abstand des Punktes S von der
Grundflachenebene 4x, +5x, +2x, =29.

4x, +5x, +2x, - 29

HNF von E: =0
\J45
458+5x5+2>6- 29| _ 90
h,,. ... =d(S,E)= =
Pyramide ( ) \/E | \/E

Voyramidge = % %6 /180 x99 - 360 Volumeneinheiten

NS

13
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Berechne das Volumen des Kreiskegels.

Das Volumen des einbeschriebenen Kegels lautet V =%p 7
—h _ 90
Kegel Pyramide — E :

Der Radius des Kegels entspricht dem Abstand des Mittelpunktes M von der
Geraden durch A und B.

Kegel

Esgilt h

e36 elo
Gerade durch AB: g,, :X =95 _+rx¢-47

s

Gesucht ist der Lotful3punkt F.
Allgemeiner Geradenpunkt: F(3+r|5- 4r|-4+8r)

el o e3+r 6eelo
Bedingung: MFX3-4°=0 b § -4r &-47=0

§8,§ §-6+8r§§85

3+r+16r- 48+64r=0U r=g
LotfuRpunkt F(g | éﬁ)
32
¢ 0 - 1620
¢. 20
Keeger = |MF| = : /9__ o =20
g_ 14/ 3
9¢
1 90
Viegel = = P20 x— » 281 Volumeneinheiten
3 V45

14
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Aufgabe 6-1:
a) Zeige, dass S(8|2|40) die Spitze der urspringlichen Pyramide ist.
Die Spitze S der Pyramide ergibt sich als Schnittpunkt zweier (verlangerter)

Seitenkanten des Pyramidenstumpfes.

Gerade durch AA*: g,,. : x =20 +r= 1

S5 §205

®0 e@&106
Gerade durch BB*: gy : X = 36 +558-27
G5 &0
a=6+s (1)
Schnittpunkt der beiden Geraden: r=6-2s (2)
20r=20s (3)

Einsetzen von (2) in (1): 4(6- 2s)=6+sU s=2
Aus (2) folgt r =2
Probe mit (3) ergibt die wahre Aussage 40 = 40.

Einsetzen von r = 2 in die Gerade AA* ergibt Schnittpunkt S(8|2]40).

Bestimme die Koordinaten des Punktes D*.

Die Koordinaten von D* erhalt man als Schnittpunkt der Geraden durch D und S
mit der Ebene (Deckflache) durch A*B*C*.

@80 ad60
Gerade durch D und S: gpg : X = ¢4 _+rx-27
S0, e

Ebene durch A*B*C*:
Da alle Punkte den x, -Wert 20 besitzen, lautet die Koordinatengleichung
der Ebene E: x; =20

Schnittpunkt der Gerade mit E: 40r =20pb r=0,5b D*(0|3|20)

15
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Zeichne den Pyramidenstumpf in ein Koordinatensystem ein.

D*

T~ o
“\

AN

\

4

207

A*T{

&
Lo}

=\ \ 7

AT

\
/ NN
A . o
2\ 4 6 8 10 12 _1—T16 18 20

b) Berechne den Flacheninhalt der Wand ABB*A*.

Das Viereck ABB*A* stellt ein Trapez dar, da die Seiten AB und A*B* zueinander
parallel sind.
Rechnerischer Nachweis:

260 285
Die Vektoren AB = 96: und A*B* = 93: sind Vielfache und damit parallel.

o o

_AB+A*B*

Trapez — 2 Trapez

Inhalt der Trapezflache: A

Hierbei gilt AB =+/36+36 =+/72 =6%/2 und A*B*=.9+9 =18 =3%/2

16
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Die Hohe des Trapezes entspricht dem Abstand des Punktes A* von der Geraden
a®0

durch Aund B g, : X =556
co

Allgemeiner Punkt auf der Geraden: L(6s|6s]|0)

60 as- 46 3606
Bedingung: A*Lx¢6:=0 b $6s-16.=0
fp  §-20 550
5

36s-24+36s-6=00U s=—
12

LotfuBpunkt: L(2,5]2,5]0)

Abstand des Punktes A* von Gerade:

@15
A*L|=[¢15 1= 2,25+2,25+400 =/404,5 Meter
-20;
Trapezflache = A .., = @ %/404,5 =128 m?

Der Flacheninhalt der Wand ABB*A* betragt etwa 128 m2.

Untersuche, ob die Wand ABB*A* nach aul3en Gberhangt.

Damit die Wand ABB*A* Giberhangt, mussen die Punkte A’ und B’, die sich durch
Projektion der gegebenen Punkte A* und B* auf die x, - x,-Ebene ergeben,

aul3erhalb des Grundflachenvierecks ABCD liegen.

Es gilt: A’(4]1|0) und B’(7]4|0).
Zeichnet man in der X, - X,-Ebene das Viereck ABCD und die Punkte A" und B’
ein, erkennt man, dass die Punkte A und B' aul3erhalb des Vierecks liegen.

17
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Y |

—A

P-X
>
N

Aufgabe 6-2:

(1)

Der Richtungsvektor von h muss so gewahlt werden, das der Punkt S(-4|0|-1) auf der
Geraden h liegt.

Der Punkt S liegt auf h, wenn fir irgendeinen Parameterwert t der Punkt entsteht.

240 980 o¥,0
Sei zum Beispiel t=1: $0 =22 +1¢v,
S15 805 v

60

Daraus folgt v =$-27

613

Hinweis: Wird ein anderer Wert fir t gewahlt ergibt sich ein anderer Richtungsvektor
als Losung.

(2)
Der Richtungsvektor von h darf kein vielfacher Vektor zum Richtungsvektor von g
sein.

a®0d
Dies gilt zum Beispiel fur den Vektor v= 90:.

1

Die beiden Geraden dirfen sich nicht schneiden.

18
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s=2+0
Prifung durch Gleichsetzen: 0=2

3+s=t
Dieses Gleichungssystem besitzt keine Losung, damit sind die Geraden windschief.

Hinweis: Es gibt auch andere mdgliche Losungen fir den Richtungsvektor.
(3)
Damit sich die Geraden orthogonal schneiden, sind zwei Bedingungen erforderlich.

1.Bedingung: Richtungsvektoren stehen orthogonal zueinander

0
02w =00 v, +v; =00 v, =-v,

3

2.Bedingung: Geraden schneiden sich in einem Punkt

0 o &6 v, 0 S=2+tx,
Gleichsetzen: S0 +sx0 =22 +t<¢ v, © 0=2+tx,
G5 815 905 Svie  3es=-w,

Addition der 1. und 3.Zeile: 3+2s=2pb s=-0,5
Also lautet der gemeinsame Punkt F(-0,5|0|2,5)
Nun muss der Richtungsvektor so bestimmt werden, dass F auf der Geraden h liegt:

2056 &6 @a&v, 06
S o T=S2Trtdy, T
G255 805 &v.;
Wahle z.B. t =1
Daraus folgt v, =-2,5 und v, =-2
2506
Ein moglicher Richtungsvektor ist v=%-2 :

§255

19
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Aufgabe 7-1:
a) Stelle den Hang und den Sendemast in einem Koordinatensystem dar.

Fur die Zeichnung der Ebene benétigt man die Spurpunkte:
S,(810]0), S,(0]8]0), S,(0]0]4)

S

w

N

| IS

Bestimme den Neigungswinkel des Hangs.

Neigungswinkel zwischen der Ebene E und der x, - X, - Ebene mit der

aelt?a@t?

él}goz

2515 2
cosa=—=—=—=—=DPb a»353°

Jex/1 6

Berechne die Koordinaten des Verankerungspunktes am Hang.
Bestimme die Lange des Stahlseils.

Der Punkt auf der halben Masthohe hat die Koordinaten L(6|4|4).

Die Lange des Stahlseils entspricht dem kirzesten Weg vom Punkt L zum Hang.
Dies ist gleichzeitig der Abstand von L zur Hangebene E.
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b)

Fur die Koordinaten des Verankerungspunktes wird eine Hilfsgerade h orthogonal
zur Hangebene durch L(6]4|4) aufgestellt:

$0 oo
h: x = 94:+r><91:

S5 @

Der Schnittpunkt von h mit E entspricht dem Verankerungspunkt V:

(6+r)+(4+r)+2X4+2r)=8Pp 6r=-10pP r=-§

Einsetzen des Wertes von r in die Gerade h ergibt V(? | g | %).

R

w|B wlo wlao
|

o MEE

|- O

» 4,08 = 40,8 Meter

9

150 _ V150
3

Lange des Stahlseils = |W| =

@O0 O O O OO

Beschreibe einen Weg, wie man die Gesamtlange des Schattens bestimmen
kann.

Die Richtung der Lichtstrahlen ist gegeben durch die Verbindung der Spitze S des
Mastes mit dem Schattenpunkt T.

Der Schatten des Mastes verlauft von H zu einem Punkt Z auf der Spurgeraden
S,, der Ebene E und von dort zum Punkt T.

Z liegt auBerdem in der Schattenebene E des Mastes.

1.) Gleichung der Spurgeraden s,, aufstellen.

2.) Gleichung der Ebene E durch S mit den Spannvektoren SH und ST
aufstellen.
3.) Berechnung des Schnittpunktes Z von s;, und E.

4.) Gesamtlange des Schattens = |ﬁ| +|ﬁ|
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c) Bestimme die Hbhe, in welcher der Sendemast abgeknickt ist.

Der Punkt K(6/4/k) hat die Eigenschaft, dass die Spitze des Mastes S(6|4|8) die
gleiche Entfernung hat wie der Punkt R(4/0/2).

Also gilt: SK=RK P 8- k=4/2> +42 +(k- 2> b (8- k)> =20+ (k - 2)°
b 64-16k+k>=20+k?- 4k+4b -12k=-40b k:%

Der Sendemast wird in einer Hohe von 10 X%m = %m abgeknickt.

Aufgabe 7-2:

Voraussetzung:

(1) |AB|:|AC|

(2) ABXAC=0.

2 —2 —2
b AB =AC .

- JEEN. — 2 JEEN
Aus (1) folgt: ‘AB‘:‘AC‘D ‘AB :‘AC

1. Behauptung: Strecken MP und MQ sind orthogonal, also MP xMQ =0

MP MO =2 AB+BPOE L AB+A00-E AB+AcOE 126 LaB+ A0
&2 T 5 &2 5% 2 2 25
& B+ acO®AB+1ac0=. 1aB + 1ABAC- ABAC+LIAC

2 g%é 2 7] 2 4 2

1 [—2 —2
=—><AC - AB )=0
2
Damit ist die Orthogonalitat der Strecken MP und m gezeigt.

2.Behauptung: Strecken MP und MQ sind gleich lang, also ‘W‘ =|W|
Aus 1P| =) folgt VB =G

2

— > . ey e . 2 2 -2

MP =& AB+ACY =1AB’ +ABAC+AC =|AB +|AC =E‘AB
&2 s 4 4 4

> . _® L, 2 —2 .2 2

MG =& AB+1ACY =AB - ABxAC+-AC =|AB +1‘AC =E‘AB
& 2" 5 4 4 4

Damit sind die beiden Strecken gleich lang.
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Aufgabe 8: (abgewandelte Abituraufgabe 2007)

a) Berechne den Abstand zwischen den Kanten AB und GH.

Zunachst werden die restlichen Koordinaten der Eckpunkte bestimmt:
A(0[0]0), B(3]0]0), C(3]5/0), D(0[5]0), E(0[0]4), F(3]|0J4), G(3]5]4), H(O[5]4)

Der Abstand der Kanten AB und GH entspricht der LAnge der Strecke AH:

1=/25+16 =+/41

Zeige, dass die Gerade durch E und H in jeder Ebene E, liegt.

6 a0
Geradengleichung durch E und H: g: x = 90:+r ><95:

Sy S0
Schnitt der Gerade g mit der Ebenenschar:
t>0-4=-40 -4=-4
Es entsteht eine wahre Aussage unabhangig von r und unabhangig vom

Parameter t. Damit liegt g in jeder Ebene der Schar.

In welcher Ebene E, liegt der Deckel bei geschlossener Kiste?

Die Deckelebene EFGH ist parallel zur x, - x, - Ebene auf der Hohe x, =4.
Koordinatengleichung der Ebene EFGH: x, =4.
Dies entspricht der Ebene E, der Schar.

Liegt der Deckel in einer Ebene E.., wenn er um 90° getffnet ist?

Wird der Deckel um 90° geoffnet, liegt der Deckel in der x,, - X,-Ebene mit der

Koordinatengleichung: x, =0.
Diese Ebenengleichung entspricht jedoch keiner Ebene der Schar, da die
Variable x, in der Ebenenschar immer enthalten ist.
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b) Berechne die Koordinaten von P.

E,: 2x,- X; =-4.

Der Befestigungspunkt des Stabes entspricht dem Mittelpunkt M der Kante EF,
also M(1,5|0|4).

Um den Punkt P zu erhalten, wird eine Hilfsgerade h aufgestellt, die durch M und
aé,5('_j a2 0
orthogonal zu E, verlauft: h: x=50 Z+sx0 ©

Sag 61

P ist der Schnittpunkt von h und E, .
2(L5+2s)- (4-s)=-4b 3+4s-4+s=-4b 5s=-3b s=-

g|lw

Schnittpunkt P(0,3|0]4,6)

c) Wie groR ist der Offnungswinkel, wenn der Deckel in E, liegt?

Der Offnungswinkel entspricht dem Winkel der Ebene EFGH mit der Gleichung
E, :X; =4 und der Ebene E,: 2x, - X, =-4.

aé)f?an"

0K0
cosazﬁ:ib a » 63,4°

N VN ’

In welcher Ebene E, liegt der Deckel, wenn der Offnungswinkel 60° betragt?

Bei einem Offnungswinkel von 60° gilt:

a@('_j et '.
S0 0
§1+ - 15
cose0°=1€"92€ A O,S:LD t2+1=4Pb t=+3
J1x/t2 +1 2 +1

Da t3 0 gilt, folgt daraus t=4/3.
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Bestimme den Parameter t in Abhangigkeit vom Offnungswinkel a fiir a <90°.

1 b t2+1=;2b t= ;2-1
Ji2 +1 (cosa) (cosa)

Das positive Vorzeichen der Wurzel ergibt sich aus der Bedingung t3 0

Cosa =

d) Die Lichtquelle L liegt genau oberhalb des Mittelpunktes der Kanten AD bzw. EH.
Anhand der folgenden Skizze kann der gesuchte Winkel a ermittelt werden.

Die Strecke von L zum Mittelpunkt M, der Kante FG stellt den Lichtstrahl dar.
Sobald der Deckel, der in geschlossenem Zustand die Strecke von M, nach
Mg, darstellt, Gber den Punkt R hinaus ged6ffnet wird, fallt Licht in die Kiste.

L
R
16
3
B o
Meg 3 Mgy

Es gilt tanb = % P b»79,38°.

Da das Dreieck M ;MR gleichschenklig ist, ist der gesuchte Winkel
a=180- 2% =21,24°.
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Aufgabe 9: (abgewandelte Abituraufgabe 2008)

a) Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene E, in der die Grundflache der
Pyramide liegt.

Die Ebene E enthélt die Punkte A(10|6|0), B(6/10|0) und C(10|10|5).

800 2406 o
Parameterform der Ebene: x = g6 +r><94 +s><94 mit r,s1 [

So; G058

ae4('j a0 a20 (‘j &b (‘j
Normalenvektor der Ebene E: n = ¢ 4 94 =€ 20 °b n*= ¢ 5.

fo5 85 f1e5 b4

Ansatz fur Koordinatengleichung: E: 5x, +5x, - 4x, =d

Einsetzen des Punktes A(10|6|0): d =80
Koordinatengleichung von E: 5x, +5x, - 4x, =80

Welchen Winkel schliel3en die Grundflachen von Wirfel und Pyramide ein?

Koordinatengleichung der Grundflache des Wiirfels: x, =0

aeSQa@"
¢5 &0
b é%él: 4 b 60,5
COSa = cosa = — a» , °
J25+25+16 x\/i J66

Untersuche, ob die Hohe der Pyramide auf der Diagonalen PS des Wiirfels liegt.

Die Hohe der Pyramide liegt auf der Geraden h, die orthogonal zur Ebene E und
durch den Punkt S verlauft.

a00 a&b5o
:;<=90 +t><95

Gop &4

Die Diagonale PS liegt dann auf der Gerade h, wenn sowohl der Punkt P als auch
der Punkt S auf h liegen.

26


http://www.mathe-aufgaben.com

www.mathe-aufgaben.com Abituraufgaben Analytische Geometrie Wabhlteil

b)

Der Punkt S liegt schon aufgrund der Vorgabe auf h, die Punktprobe muss somit
nur noch fur den Punkt P(10|10|0) erfolgen.

@00 006 a&50
$10=%0+t¢5 2

Soj G0 £4;

Aus den ersten beiden Zeilen folgt t = 2 und aus der 3.Zeile t = 2,5.
Damit liegt P nicht auf der Geraden h.
Die Hohe der Pyramide liegt damit nicht auf der Diagonalen PS des Wiirfels.

Wie viel Prozent des Wiurfelvolumens betragt das Pyramidenvolumen?

Wiirfelvolumen: V., =10° =1000 Volumeneinheiten

Pyramidenvolumen: Vg, . e =%><A nsc oy
1 ae4('j aé)'. 1 2620 ¢
Flacheninhalt des Dreiecks: A,z = ﬁAB AC| :E ¢ 20 :
- 16

éogésf

_ % x/400 + 400 + 256 = E 1056

Die Hohe der Pyramide entspricht dem Abstand des Punktes S von der Ebene E.

5X, +5X, - 4%, - 80 _

HNF von E:
66
d(s,E) =|320+50- 440- 80| _|-120| _ 120 _
| 66 | V66| V66
Voy =14 1056 <120 =80 Volumeneinheiten
32 J66

Das Pyramidenvolumen betragt % = 0,08 = 8% des Wirfelvolumens.
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c) Welches Volumen hat ein solcher Quader mit der Breite b = 4?

Berechnung der Koordinaten des Punktes Q.
Der Punkt Q liegt auf der Kante AS:

aéOb‘ e 10('5
Geradengleichung der Kante AS: Xx=56"+r¢-6"

THE Y

Vom Punkt Q ist auBerdem bekannt, dass der x, -Wert = b = 4 betragt.
Der Punkt Q besitzt somit die Koordinaten Q(q,|4]09,)

&, 0 800 aelO('j
Daraus folgt: $47=%6 +r><9 6 .

éqsﬂ é éloz

Aus der 2.Zeile ergibt sich r :% und damit ¢, = 3

Volumen des Quaders: V., =10>0>q; = % Volumeneinheiten.

Welche Werte kann das Volumen eines solchen Quaders annehmen, wenn die
Breite b variabel ist?

Bei variabler Breite b mit 0 £b £6 (flr b = 6 ist A ein Eckpunkt des Quaders)
besitzt der Punkt Q die Koordinaten Q(g,|b|q,).

a0 ad00 aelOd
Daraus folgt: bi=%6 +r><9 6 .

éqsﬂ é éloz

Aus der 2.Zeile ergibt sich r = b—66 =1- —b und damit ¢, = %

100

Volumen des Quaders: V = 10 10 >§[ —b_—100b ———b? Volumeneinheiten.

Das Schaubild der Funktion V(b) =100b - %bz ist eine nach unten geo6ffnete
Parabel, die einen Hochpunkt besitzt.
Es gilt V&b) =100- @b

100 - %b 00 b=3
Es existiert ein Maximum ftr b = 3 mit V(3) =150
Wegen V(0) = 0 und V(6) = 0 kann das Volumen des Quaders alle Werte
zwischen 0 und 150 Volumeneinheiten annehmen.
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Aufgabe 10: (abgewandelte Abituraufgabe 2008)

a) Stelle das Prisma in einem Koordinatensystem dar.

AXB
H
3--
2--
C
1--
FlLL L[| NS | %
0 1 2 3 4
1
2
3
Al/a
5 B
Xl 5

Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene E, in der die Flache BGHC liegt.

Aufstellen der Ebenengleichung durch B, C und G:

F>Yo) an('j 250
E: x=932+r§-3.+5¢0 -

G; £45 S0

an(')' &5 &0 ('j o
Normalenvektor von E: n—g 37 g0 =6 20 b n*-q4

Gastos b5 B

Ansatz fur die Koordinatengleichung von E: 4x, +3x, =d
Einsetzen des Punktes B(5|3]|0): d =12

Koordinatengleichung von E: 4x, +3x, =12
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b)

Unter welchem Winkel schneidet E die x; - x, -Ebene?

aé)f?a@"'

g4 0

éfuél: 3
cosa=—==—Db a»5b31°

J16+9x/1 5

Berechne den Abstand des Punktes A von der Geraden CG.
aé('_j P2 5(‘_5
Gleichung der Geraden durch C(5|0]4) und G(0|3|0): g: X = 90:+r & 3 N

Gy §ag

Laufender Punkt auf der Geraden g: S(5- 5r|3r|4- 4r)

aeS('_j ae-5r ('_jae5('_j
Bedingung: AS % 3 -=0 P ¢ 3r :xg 3:.=0
G4y Sa-argias
25r+9r-16+16r =00 r=0,32
LotfuRpunkt S(3,4 0,96 | 2,72)

Abstand von A zur Geraden g:
|A—S| = J(5- 3,4) +(0- 0,96)> +(0- 2,72)* =+/10,88 » 3,3

Ermittle die Abstande des Punktes M von den drei rechteckigen Seitenflachen
des Prismas.
Beruhrt der Zylinder alle drei rechteckigen Seitenflachen des Prismas?

Abstand des Punktes M von der Ebene E:
HNFvon E: 22 ¥3%-12_g

4>0,5+3x0,5- 12|

d(M,E) = - |:17

Abstand des Punktes M von der Seitenflache ADCH ist 0,5
(x5 -Koordinate von M)

Abstand des Punktes M von der Seitenflache ABGF ist 0,5
(x5 -Koordinate von M)

Der Zylinder berihrt nicht alle drei Seitenflachen, da er von der Seitenflache
BGHC den Abstand 1,7 besitzt, der groR3er ist als der Radius des Zylinders.
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Bestimme den Radius r dieses Zylinders.

Der Abstand des Punktes M*(O|r|r) von der Seitenflache ADCH entspricht der
X, -Koordinate von M*. Der Abstand istr.

Der Abstand des Punktes M* von der Seitenflache ABGF entspricht der
x5 -Koordinate von M. Der Abstand ist r.

Damit der Zylinder alle drei Seitenflachen beriihrt, muss fir die dritte Seitenflache
gelten:

d(M* E) = 4% +3>- 12| _

=r
5 |

Diese Betragsgleichung muss mithilfe einer Fallunterscheidung gel6st werden:

7r-12

1.Fall: rbr=6

7r-12

2.Fall: -rbr=1

Der gesuchte Radius des Zylinders istr = 1.
Hinweis:

Die Losung r = 6 des 1.Falles wiirde eine Bertuhrung des Zylinders an die drei
Seitenflachen von aul3en darstellen.

31


http://www.mathe-aufgaben.com

www.mathe-aufgaben.com Abituraufgaben Analytische Geometrie Wabhlteil

Aufgabe 11: (abgewandelte Abituraufgabe 2009)

a) In welchem Punkt befindet sich das Flugzeug um 7.01 Uhr?

Einsetzen von t = 1 in die Gerade:

&7 6 @36 @00
x =207 +1¢.27=527"

§75 15 8os

Der gesucht Punkt lautet Q(10|27|6).

Woran erkennt man, dass sich das Flugzeug im Sinkflug befindet?

Das Flugzeug befindet sich im Sinkflug, da die x5 -Koordinate des

Richtungsvektors negativ ist. Diese Koordinate gibt an, um wie viel km das
Flugzeug pro Minute an Hohe gewinnt bzw. verliert.

Bestimme die Geschwindigkeit des Flugzeugs in km/h.

Die Geschwindigkeit ergibt sich aus dem Betrag des Richtungsvektors:

=Jo+4+1=14

Geschwindigkeit des Flugzeugs: v = V14 krp » 224,5kTm
min

Unter welchem Winkel fliegt das Flugzeug auf den Boden zu?

Der Neigungswinkel des Flugzeugs entspricht dem Schnittwinkel der Gerade f;
mit der X, - X, - Ebene:

a®0
Normalenvektor der x; - x, - Ebene: n= 07

34

sina = b a»15,5°

- 1
Jo9+a+1x/1 14
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b)

Zu welcher Uhrzeit und in welchem Punkt wiirde es bei Beibehaltung dieser
Flugbahn auf dem Boden aufsetzen?

Beim Aufsetzen auf dem Boden gilt x, =0.
X, =7-t=0pP t=7

&l o a3 0 &80
Eingesetzt in die Gerade: x=29T+7& 27=%15"

§75 15 8og

Das Flugzeug landet um 7.07 Uhr im Punkt L(28]15|0).

Prife, ob das zutrifft.

Aufstellen einer Ebenengleichung E, in der die Gerade f, und der Punkt
R,(6]3|0) enthalten sind:

®76 a86 @lo
E: x =520 +t5- 27 +ux26"

875 §u 875

Hinweis: Der zweite Spannvektor von E ergibt sich aus der Differenzbildung des
Ortsvektors von R, und des Ortsvektors von E.

Der Anflug ist optimal, wenn in der Ebene E der Punkt R,(17|9]0) enthalten ist.
Prifung mit einer Punktprobe:

#7606 =76 @806 @lo
€9 1=529T+tx¢-27+ux26"

So; 675 §15 87

Als Loésung dieses Gleichungssystems ergibt sich t = 3,5 und u = -0,5.
Daraus folgt, dass der Punkt R, in der Ebene E.

Somit ist der Anflug des Testflugzeugs optimal.
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Um wie viel Uhr ist dies der Fall?

Berechnung des Zeitpunktes, ab wann die Radarstation R, die Uberwachung
Ubernimmt:

Zunachst wird ermittelt, zu welchem Zeitpunkt der Abstand zwischen dem
Flugzeug F, und der Radarstation R; minimal ist.

Hierzu berechnet man den Abstand des Punktes R,(6 | 3|0)von der Geraden f, .
Allgemeiner Punkt von f: S(7+3t|29- 2t|7- t)

23 6 2l +3t 6 23 6
Bedingung: R,;SX-2-=0 b $26- 2t.¢-27=0

$ 15 €71 5615
3+0t-52+4t-7+t=00 t=4

Um 7.04 Uhr ist der Abstand zwischen dem Flugzeug und der Station R, minimal.
Danach tibernimmt die Station R, die Uberwachung.

Wie weit sind die Flugzeuge F, und F, um 7.04 Uhr voneinander entfernt?

Um 7.04 Uhr befindet sich das Flugzeug F; im Punkt S(19|21|3).
480 a0 a260
Einsetzen von t = 4 in die Gerade f,: x=511"+4x27=%19"

S75 o5 874

Das Flugzeug F, befindet sich um 7.04 Uhr im Punkt T(26|19]7).

1=/49+4+16 = /69 » 8,3km.

Die Flugzeuge sind um 7.04 Uhr ca. 8,3 km voneinander entfernt.
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Berechne, wie nahe sich die beiden Flugzeuge kommen.

Das Flugzeug F, befindet sich zum Zeitpunkt t im Punkt P,(7 +3t]|29- 2t|7- t).
Das Flugzeug F, befindet sich zum Zeitpunkt t im Punkt Q,(18 + 2t |11+ 2t|7).

= JA1- 1)’ +(- 18 + 41 +

Der Abstand der Punkte zum Zeitpunkt t betragt [P.Q,

Nun ist t so zu wahlen, dass der Abstand minimal wird.
Hierzu betrachtet man die Funktion f(t) = (11- t)* +(- 18 + 4t)* +t*

Gesucht ist die Extremstelle von f:

f€t) = 2(11- t)X- 1)+ 2(- 18 + 4t) x4 + 2t = 36t - 166
fet) = 36

f€t)=0b 36t- 166 =0 U t=%» 4,61
Wegen f&4,61) >0 existiert ein Minimum fur t = 4,61.
Wegen f(4,61) » 62,3 ist der minimale Abstand /62,3 » 7,9 km.

Hinweis: Die Extremstelle der Funktion f(t) und der Funktion /f(t) ist identisch.
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Aufgabe 12-1: (abgewandelte Abituraufgabe 2009)
a) Stelle den Pyramidenstumpf in einem Koordinatensystem dar.

Jlx3

3t R*
P*

Begriinde, dass die Deck- und die Grundflache des Pyramidenstumpfs nicht
parallel sind.

Die Punkte in der Grundflache haben alle die x5 -Koordinate 0.

Die Punkte der Deckflache haben als x5 -Koordinate 2 und 2,5.

Damit ist die Deckflache nicht parallel zur x, - x,-Ebene.

Somit kénnen die Deckflache und Grundflache nicht zueinander parallel sein.

Bestimme den Winkel, den die Kante QQ* mit der x;-Achse bildet.

a2 100 1206
Winkel zwischen den Vektoren QQ*=% 0 ~und Q0 =% 0 _
G255 S0
21006 126
S0 €0
_ éZ,SBé 05 _ 120

cosa = =
106,25 %/144 /106,25 x/144

=0,97b a»14°
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b)

Zeige, dass S(0|0|3) die Spitze der ursprunglichen Pyramide ist.

Es ist zu zeigen, dass sich die Gerade g, durch Q und Q* und die Gerade g,

durch R und R* in S schneiden.

Da in der Aufgabe steht, dass es sich bei dem urspringlichen Kérper um eine
Pyramide handelt, muss nicht gezeigt werden, dass auch die Gerade durch P und
P* den Punkt S enthalt.

84.20 &10 0
Gleichungvon g,: x=50 Z+r=¢ 0

foF asi

0 *0 06
Gleichung von g,: x=$6_+sx¢ 5 _
G;  §25;

12 +10r = O
Schnittpunkt der Geraden: 0 = 6
-2,5r

1
1
N
o1
(2]

Aus dem Gleichungssystem folgtr =s =-1,2

aé20 10 0 a@o
Einsetzen in die Gleichung g,: X =%0 S 1,2¢ 0 7=901

S0z  S255

Der Schnittpunkt ist S(0]0|3), was zu zeigen war.

Bestimme den Abstand des Punktes Q* von der Geraden durch Q und R.

20 120
Gleichung der Geraden h durch Qund R: x =50 Z+r=¢ 6

So5 03
Laufender Punkt auf h: L(12- 12r|6r|0)

21206 a80-12r6 ee 1206
Bedingung: Q*L>¢ 6 =0 b ¢ 6r ¥ 6 =0

s i e

-120 +144r+36r=00 r=§

N

Daraus ergibt sich als Lotful3punkt L(4|4|0).
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>x 2
=S 4 ]=4+16+6,25=26,25 » 5,12

é- 2,5g

Zeige, dass die Seitenflache QRR*Q* des Pyramidenstumpfs ein Trapez ist.

Abstand von Q* zur Geraden h: |Q*L

Ein Viereck ist ein Trapez, wenn ein Seitenpaar parallel zueinander ist.
e 1206 220

Esgit: QR=¢ 6 -und Q*R*=51 .
S0 ; G0

Da die gegeniberliegenden Vektoren Vielfache zueinander sind, sind die Seiten
QR und Q*R* zueinander parallel. Damit ist das Viereck QRR*Q* ein Trapez.

Berechne den Flacheninhalt dieses Trapezes.

Araon: = 5 (QR +[Q7R"

) >‘hTrapez

|@|:\/144+36+0 =180 und |Q*R* =J4+1+0 =5

AulBerdem gilt h,_ ., =+/26,25 (Abstand von Q* zur Gerade durch Q und R)

Atraper = % "(\/180 +\/§) x/26,25 » 40,1 Flacheneinheiten

Aufgabe 12-2: (abgewandelte Abituraufgabe 2009)
Behauptung: OB XTC =0

Voraussetzungen: OA>OC =0

oT = 1:0A
9

[0A| =350C| p |cﬁ|2=9>§o—c|2b OAOA =9>0C>0C  (¥)
Nun gilt folgende Umformung:
cﬁxT—c:(chﬁM-éa+®:-%>o—c@+o—c>o—c- %a\@m%o—c
=cTc;><Tc-é>o—A>a=o

Aufgrund von (*) ergibt sich, dass sich die Terme am Schluss gegenseitig
aufheben.

Damit ist gezeigt, dass die Strecken OB und TC orthogonal sind.
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Aufgabe 13: (abgewandelte Abituraufgabe 2010)

a) Zeige, dass das Dreieck ABC gleichschenklig ist.

220 § w46 ed o
Esgilt AB=%-4>: AC=5-4 ;@=90:
TERN TH I

Fur die Langen der Dreiecksseiten gilt:

E:‘ﬁ‘:\/0+16+4=@
A_C:‘A—C‘:\/16+16+O:x/3_2
%:‘ﬁ:‘:\/16+0+4:@

Da zwei der drei Dreiecksseiten gleich lang sind, ist das Dreieck ABC
gleichschenklig.

Erganze das Dreieck ABC durch einen Punkt D zu einer Raute.

A

O =40 40
Es gl OD=0OA+AD=0OA+BC=%4"+%0:=%4"

o5 625 &2

Die Koordinaten von D lauten D(4|4|-2).
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Berechne die Innenwinkel der Raute.

Berechnung des Winkels a (im Punkt A):

20 6 24 6

¢ 4580

ST 1

cosa = ﬂBXAE = g 2 =—4I:> a »10153°
|AﬂﬁAD| JO+16+4%/16+0+4 20

Aufgrund der Symmetrie der Raute gilt g=a =101,53° (Winkel im Punkt C)

Fur die beiden anderen Winkel b (im Punkt B) und d (im Punkt D) gilt
a+b+g+d=360° (Winkelsumme im Viereck)
und daher b+d =360°- 2x101,53° =156,94°

Dab=dist, folgt b=d=

15%f4 =78,47°.

Zeige, dass die Raute in der Ebene E: x, + X, +2X, = 4liegt.

Der Nachweis erfolgt durch die Kontrolle, ob die 4 Punkte A, B, C, D in der Ebene
E liegen.

Einsetzen der Koordinaten von Ain E: 0+4+2>0 =4 ist eine wahre Aussage.
Einsetzen der Koordinaten von Bin E: 0+0+2 X2 =4 ist eine wahre Aussage.
Einsetzen der Koordinaten von C in E: 4+0+2>0 =4 ist eine wahre Aussage.
Einsetzen der Koordinaten von D in E: 4+4 +2X-2) =4 ist eine wahre Aussage.

Somit liegen alle 4 Punkte in der Ebene E.
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b) Zeichne die Pyramide P, in ein Koordinatensystem.

Far die Pyramidenspitze gilt S,(6|6]8).

Ax

3

Bestimme eine Koordinatengleichung von F.

Aufstellen der Ebene F in Parameterform:

ado a4 0 b0
F: X=0B+r-BD+1>8S, =%0.+r 4 T+16

5 S45 S

8O &l o ao
bzw. vereinfacht F: x—go +r*>91 +t*><91

o; §u &

el ('j Aao a2 (‘j &l ('j
Normalenvektor von F: n = ¢ 1. T g1 =6 27 bzw. vereinfacht n* = ¢ 1.

i1 & o G0

Ansatz fur Koordinatengleichung von F: 1xx, - 1xx, =d
Einsetzen von Punkt B in die Ebene: 1>x0- 1x0 =db d=0

Q-

Koordinatengleichung von F: 1xx, - 1xx, =0
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Zeige, dass die Ebene F Symmetrieebene der Pyramide P, ist.

Die Ebene F enthalt die Punkte B und D sowie die Pyramidenspitze S, .

Die Diagonale BD der Raute ist eine Symmetrieachse der Grundflache.
Es ist daher nur noch zu zeigen, dass die Ebene F orthogonal zur Ebene E ist:

ado el o
Fur die Normalenvektoren von E und F gilt: n_»n_ = $17x-17=0

25505

Daraus folgt die Orthogonalitat der Ebenen E und F.
Damit ist F Symmetrieebene der Pyramide P, .

Far welchen Wert von t geht die H6he der Pyramide P, durch den Mittelpunkt der
Grundflache?

Berechnung des Mittelpunktes M der Grundflache:
1 %o 00 a0
OM = > {0A+0C) = 994 +$0-=%7 also Mittelpunkt M(2]2|0).

2 tos fois o3

Aufstellen einer Gerade h, die orthogonal zur Grundflache verlauft und durch M
geht:

&0 &o
h: x=$27+r¢17 (Normalenvektor von E ist Richtungsvektor von h)

o5 2

Kontrolle, fir welchen Wert von t der Punkt S, auf der Geraden h liegt:

®@3+3t6 a6 alo
¢ 3+3t =%27+r¢17

fsvis b0

Dies ergibt folgendes lineares Gleichungssystem:

r -3t = -5
r -3t = -5
2r -t = 5

Die eindeutige Losung des Gleichungssytems lautetr =4 und t = 3.

Fir t = 3 geht die H6he der Pyramide P, durch den Mittelpunkt der Grundflache.
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In welchen Punkten durchstéf3t dabei seine Spitze die x, - x,- Ebene?

Durchstol3punkte bei Drehung des Dreiecks ACS;:
Bei der Drehung des Dreiecks um die Achse AC wandert die Spitze S, auf der

Symmetrieebene F. Die gesuchten Durchsto3punkte befinden sich daher sowohl
auf der x, - x,- Ebene als auch auf der Symmetrieebene F.

Ein Punkt, der auf der Symmetrieebene F und in der x, - x,-Ebene liegt hat die
Koordinaten Z(u|u|0).

Um den Wert von u zu ermitteln, wird noch eine weitere Bedingung bendtigt.
Der Mittelpunkt M(2]2]|0) hat vom Durchsto3punkt Z dieselbe Entfernung wie von
S,.

Daher gilt: |M—SS| = |WZ| .

V96 =4/2Xu- 2)* | quadrieren
b 96=2(u-2)>P u- 2=+/48
b u, =48 +2» 8,93 und u, =- /48 +2 » - 4,93

Mit einer Probe kann gepruft werden, dass die erhaltenen Ergebnisse auch
Losungen der Wurzelgleichung sind.

Die beiden gesuchten Durchstof3punkte lauten Z,(8,93|8,93|0) und
Z,(-4,93]-4,93|0).
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Aufgabe 14: (abgewandelte Abituraufgabe 2010)

a) Bestimme den Schnittpunkt der Geraden g mit der x, - X, - Ebene.

Setze in der Geradengleichung x; =0: 3+t=0pb t=-3
Einsetzen von t = -3 in die Geradengleichung ergibt S,,(2|6|0)

Zeichne die Gerade g in ein Koordinatensystem.

A X3

A(5/0(3)

=
1
T

3 5,,(216]0)

Unter welchem Winkel schneidet g die x, - X, - Ebene?

a® 0o
Die x, - X, - Ebene besitzt den Normalenvektor n= 90:

34

ael("jaé)'
¢ 200
Berech des Winkels: si élgél: lp 24,1
erecnnun es INKels: Ssiha =F——+ = — a» , °
J J1+4+1x/1 6

Welcher Punkt F auf der Geraden g hat vom Punkt A den kleinsten Abstand?

Der Punkt F entspricht dem FulR3punkt des Lotes von A auf die Gerade g.

Allgemeiner Punkt auf g: F(5+t|-2t|3+1)
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b)

ael('_j ae05+t('jae1('j
Bedingung: AF-2-=0 b $-2t- 6.x-22=0

éla §05+tz§1z
05+t+4t+12-05+t=00 t=-2

Koordinaten von F: F(3|4|1)

Bestimme eine Gleichung von h.

oA

me
(=}

Die Gerade h ist parallel zur Geraden g, somit hat sie denselben Richtungsvektor.

Nun missen noch die Koordinaten von F* ermittelt werden, der sich aus der
Spiegelung des Punktes F(3|4|1) am Punkt A ergibt.

B0 506 abo
Esgilt OF*=OF +2>FA =%47+2>¢ 2 T=%87

G5 fs; oo

Die Koordinaten von F* lauten F*(6|8|6).

a@('_)' el 0
Geradengleichung von h: x = $8 7+ t>&- 27

S5 £1

Begrinde, dass bei Rotation der Geraden g um die Gerade durch A und F eine
Ebene entsteht.

Anhand der Skizze aus a) ergibt sich, dass der Punkt F auf der Geraden g liegt
und die Gerade durch A und F orthogonal zur Geraden g ist.

Daher entsteht bei Rotation der Gerade g um die Gerade durch A und F eine
Ebene.

45


http://www.mathe-aufgaben.com

www.mathe-aufgaben.com Abituraufgaben Analytische Geometrie Wabhlteil

Zeige, dass 3x, +4x, +5x, =30 eine Gleichung dieser Ebene ist.

&5 O A5060 a30
Die Ebene besitzt den Normalenvektor n =FA = ¢ 2 bzw. n*=2 & 2 L= 94:

G255 $2.55 53

Nun muss noch geprtft werden, ob der Punkt F auf der gegebenen Ebene liegt:
Einsetzen von F(3|4[1) in die Ebenengleichung: 3xX3+4 x4 +5x1. =30 ist wahr

Damitist 3x; +4x, +5x, =30 eine Gleichung der Ebene.

Untersuche, ob die Punkte P(18[-9|1) und Q(-2|1|-9) auf verschiedenen Seiten
dieser Ebene liegen.

Aufstellen einer Hilfsgerade k durch P und Q:

ad8('_j anO('_j
k: >q<=@+s>4f)=g-9:+s><g 10

S15 5105
Berechnung des Schnittpunktes von k mit E:
3X18- 20s)+4X-9+10s)+5%1- 10s)=30U0 s=-0,1
Fur den Schnittpunkt S gilt nun: OS =OP - 0,1PQ

Da s < 0 ist, liegt der Punkt S nicht zwischen P und Q.
Somit liegen P und Q auf derselben Seite von E.
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Aufgabe 15: (abgewandelte Abituraufgabe 2011)

a) Stelle die Truhe in einem Koordinatensystem dar.

) Y
rO\

Berechne das Volumen der Truhe.

Die Truhe ist ein Prisma mit der Grundflache ABPQ (Trapez) und der Hohe
h = 10.

Flache des Trapezes: A

Trapez

N =T - _
—E><(AP+BQ)><AB—E>(4+6)X4—20

Volumen der Truhe = A Mpisma = 2010 =200 Volumeneinheiten

Trapez

Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene, in welcher der Deckel der Truhe
liegt.

Koordinatengleichung der Ebene PQRS:
B0 e 10('5 ®o

Parameterform der Ebene: E, : X = $47+15¢ 0 +s <47

G5 S05 &5

aelO('j a0 a0 (‘j a0 ('j
Normalenvektor: ﬁzg 0 . 94 =€ 20 _ bzw. vereinfacht n*—g 1

o3k b o 2

Ansatz Koordinatengleichung von E: x, - 2x, =d
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b)

Einsetzen von P(6]4]|4): 4-8=dU d=-4

Koordinatengleichung von E: x, - 2x, =-4

Zeige, dass die Ebene, in der der Deckel liegt, und die Ebene, in der die
Ruckwand BCRQ liegt, zur Ebenenschar gehdren.

Die Deckelebene Eg., : X, - 2X, =-4 erhalt man fur den Wert a = 2.

Die Ruckwand BCRQ ist eine Parallele zur x, - X,-Ebene und besitzt die
Koordinatengleichung E;anq - X, =8

Die Ruckwandebene erhéalt man aus der Ebenenschar fir den Wert a = 0.

Zeige, dass es eine Gerade gibt, die in allen Ebenen E_ der Schar liegt.

Um nachzuweisen, dass es eine Gerade gibt, die in allen Ebenen der Schar liegt,
wird zunachst die Schnittgerade zweier beliebiger Ebenen der Schar bestimmt.
Da bereits bekannt ist, dass die Deckelebene PQRS fir a = 2 zur Schar gehort
und ebenso die Rickwandebene BCQR fiir a = 0, ergibt sich daraus anschaulich,
dass sich diese beiden Ebenen in der Gerade durch Q und R schneiden.

&0 2100
Parameterform der Gerade g durch Q und R: x =58 :+ ¢ 0 :

G5 505
Nun ist zu priifen, ob diese Gerade auch auf allen anderen Ebenen der Schar

liegt.

Schnitt von g mit der Ebenenschar E,: 8- a6 =8- 6a

Diese Gleichung ist fur alle Werte von a wahr.
Somit liegt die Gerade g in allen Scharebenen.

Berechne den Schnittwinkel j von E; und E,.

2006 a0 ¢
LS
05 & 27
COS] :%:ip J »63,40
N VN
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Welche andere Ebene E_ schliel3t mit der Ebene E, ebenfalls den Winkel | ein?
a0 0 20 §
G10&1°

é- ag é 23 1 1+ 2a]
€ BC 80 — = "8 p [1+2a=+1+a’
Vi+ta? x5 5 1+a? x5 | |

Quadrieren der Gleichung: (1+ 2a)2 =1+a®’ U 3a’+4a=0
U ax3a+4)=0

c0s(63,4°) =

L6sung mit dem Satz vom Nullprodukt: a =0 und a =- g

Da a = 0 nicht der gesuchte Wert ist ist die gesuchte Ebene E ,

3

c) In welcher Ebene E, liegt der Deckel dann?

Aus Teilaufgabe b) ergibt sich, dass die Deckelebene PQRS der Scharebene E,

entspricht.
Gesucht ist nun die Ebene E,, die orthogonal zur Ebene E, ist.

Die Normalenvektoren der Ebenen missen zueinander orthogonal sein.

20 6 20 ©
Bedingung: ¥ 1 :xgl -=0b 1+2a=0b a=-0,5

G-aj &-25

Der Deckel liegt nach der Offnung in der Ebene E_; .

Bestimme die Koordinaten von P*.

Der Punkt P* liegt auf der Geraden g durch Q, die senkrecht zur Ebene E,
verlauft.

Gleichung von g: x =58 +rx 1 -

S5 &2

(Richtungsvektor von g ist Normalenvektor von E, )

Da P* auf g liegt, gilt fir die Koordinaten P*(6 |8 +r | 6- 2r)

Weiterhin gilt |WQ| = |m|
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. 20
1=0+16+4 =420 und |P*Q|: ér =r? +4r? =512
: 2r:

20 =+/5r° b 5r2=20b r=+2

Fir r = 2 ergabe sich P*(6|10|2).
Fur r = -2 ergéabt sich P*(6]6|10).

Da P* oberhalb von P liegen muss (und damit der x,-Wert grof3er als 4 sein
muss) ist der gesuchte Punkt P*(6]6]10).
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Aufgabe 16: (abgewandelte Abituraufgabe 2011)

a) Stelle das Gebaude in einem Koordinatensystem dar.

Ax

Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene, in der die Dachflache EFGH
liegt.

o a0 0 240
x—go +r><96 +s><90

EDach
Gy &35 S43

a0 (')' ae4('j aR406
Normalenvektor n n="¢ 6 . - ¢ 0. —912 bzw. vereinfacht n :91

G35 845 g 2

Ansatz Koordinatengleichung: E__, : 2X, +X, +2x, =d

Einsetzen von Punkt E(4]|0]|4): d =16
Koordinatengleichung: E,_, : 2X, + X, +2X, =16
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b)

Welchen Neigungswinkel besitzt die Dachflache?

Winkel zwischen der Dachflache und der x, - x,-Ebene:

220 8¢
élzxgog
2514 2
cosa====2=%p 3»482°
Joxfl 3

Zeige, dass die Dachflache ein Parallelogramm ist.
Berechne den Inhalt der Dachflache.

Die Dachflache EFGH ist ein Parallelogramm, wenn EF =HG gilt.
&0 06
Es gilt EF =¢ 6 _=HG . Somit ist das Viereck EFGH ein Parallelogramm.
- 35

Die Parallelogrammflache ergibt sich mit der Formel A = ‘ﬁ: ﬁ‘

a0 0 2406 a40
EF EH=¢6 ' (0 1=¢127 mit |EF" EH =24 +12° +24” =36

S35 84 B4

Die Flache des Parallelogramms betragt 36 mz2.

Bestimme d.

Die Lampe L(d|d|d) hat vom Boden den Abstand d (x, - Wert).
Der Abstand von L zu E_,, muss damit auch d sein.

+X, +2X, -
HNF von Ep,g, : 20t %2 32X3 9

Einsetzen von L in die HNF: d(L,E,..,) =‘

2d+d+2d-16‘:‘5d-16|

3 3 |
Bedingung: ‘Sd_ 16‘ =d
1Fal: 29216 _ b g-3
2.Fall: 5d;316 =-db d=2

Da der Punkt L(8|8|8) aul3erhalb des Geb&udes liegt, kommt nur L(2|2]|2) in
Frage.
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c) Wie weit muss sie mindestens gehen, damit sie die Ecke H sehen kann?

Das Auge der Person befindet sich im Punkt R(5|1|1,7).
&5 0 a@('_j
Die Augen der Person bewegen sich auf der Gerade h: x=%1 I+t><91:

R H

Der Grenzpunkt, bis zu dem die Person laufen muss, damit sie H sehen kann,
ergibt sich aus dem Schnittpunkt der Gerade h mit E_,:

2X6+1+t+2%,7=16P t=16
Der Schnittpunkt lautet S(5|2,6|1,7).
Die Person muss vom Punkt P(5|1|1,7) bis zum Punkt S(5|2,6|1,7) laufen, um den

Punkt H zu sehen.
Sie muss also mindestens 1,6 m weit gehen.
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Aufgabe 17: (abgewandelte Abituraufgabe 2012)

a) Bestimme eine Koordinatengleichung von E.

&0 k40 aeS('j
Parameterform von E:  x = g1 +r><92 +s><g 1°

5 S05 25

ae4('j &3 ('j ab o Ao
Normalenvektor von E: n = ¢ 2 ¢ 1= g10 bzw. vereinfacht n* = g2

S sy fi0; 2

Ansatz Koordinatengleichung: E: x, +2x, +2x, =d
Einsetzen des Punktes A(6|1|0) ergibt 6+2+0=db d=8

Koordinatengleichung von E: x, +2x, +2X, =8.

Stelle die Ebene E in einem Koordinatensystem dar.

Schnittpunkt mit der x,-Achse: S,(x,|0|0)p S,(8|0]0)
Schnittpunkt mit der x, -Achse: S,(0|x,|0)p S,(0]4]0)
Schnittpunkt mit der x, -Achse: S;(0|0|x,)P S;(0]|0]4)

A x

3
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Unter welchem Winkel schneidet E die x,-Achse?

ao
Die x,-Achse besitzt den Richtungsvektor 90:

o

246 adc
§2270.
éZEEO' 1
sina=—"———-—==-Db a »19,47°
Jox/1 3

b) Zeige, dass das Dreieck ABP gleichschenklig ist.

Um die Gleichschenkligkeit zu beweisen, werden die Langen der Dreiecksseiten
berechnet:

o3

AB=|AB|=|¢2 1=16+4 =20 AP=|AP|=(-1]=9+1+6,25=16,25
: 2,5:

BP :|@| = = J1+9+6,25 = /16,25

Da AP =BP ist, ist das Dreieck ABP gleichschenklig.

Das Viereck ABCD ist ein Rechteck mit Diagonalenschnittpunkt P.
Bestimme die Koordinaten der Punkte C und D.

D C

b0 &30 00

Punkt C: OC = OA +2xAP = ¥1-+2x¢-17=% 17 also C(0}-1|5)
G; 5255 §55
20 el o &40

Punkt D: OD = OB +2>8P = ¥37+2x¢-37=5-3" also D(4|-3|5)
G S255 §55
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Berechne die Koordinaten der Spitzen dieser Pyramiden.

Die Spitzen S und S* der Pyramiden liegen senkrecht ber bzw. unter dem
Mittepunkt P der Grundflache ABCD und haben von P den Abstand 12.

Ao
Normalenvektor von E: n = g2

25

ao
Normaleneinheitsvektor von E: n, :%x‘?zj
&5

&3 0 do 230 A6 &7 0

0S=0P+12x,=%0 .+12x_><92 =50 7+587=% 8 T also S(7/8]10,5)

255 25 fosp fa foss

®3 0 adoaeS(_)azﬂ('jaelf_j
0S5*=0P-12om, =8 0 T-12x2:827=5 0 7- 987=C -8 T also S*(-1]-8]5,5)

T TR T R

c) Welche Punkte der x,-Achse bilden jeweils mit A und B ein rechtwinkliges
Dreieck mit Hypotenuse AB?

Ein allgemeiner Punkt auf der x,-Achse besitzt die Koordinaten W(w |0]0).
Da AB die Hypotenuse darstellt, ist im Punkt W der rechte Winkel.

&W-ﬁ(?)&W-Z('?
Bedingung: AW>BW =00 ¢ -1 0¥ -3 =0

T

(w-6)(w-2)+3=00 w?-8w+15=0b w,,

_8++/64-60 _8+2

2 T2

Daraus folgt w = 5 oder w = 3.
Es gibt zwei Punkte: W(5|0|0) oder W(3|0]0).
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d) Untersuche, ob der Punkt R(2|2|3) innerhalb des Kegels liegt.

Da der x, -Wert von R zwischen 0 und 12 liegt, kdnnte er innerhalb des Kegels

liegen.
Ob er tatsachlich innerhalb liegt, wird nun folgendermal3en gepriift:

Der Grundkreis liegt in der x, - x,-Ebene (dies ist daran erkennbar, dass der

Ursprung M den Mittelpunkt darstellt und die Strecke von M nach S senkrecht
zum Grundkreis verlauft).

Nun wird die Gleichung der Gerade g aufgestellt, die R und S enthalt:

Berechnung des Schnittpunktes P von g mit der x, - x,-Ebene:

Liegt P innerhalb des Grundkreises, dann liegt R auch innerhalb des Kegels.
Liegt P auf dem Grundkreis, wirde R auf dem Kegelmantel liegen.
Liegt P aul3erhalb des Grundkreises, liegt R auch aul3erhalb des Kegels.

Schnitt von g mit der X, - x,-Ebene:

Setze x, =0:12- 9t=00 t:%

Einsetzen des t-Wertes in die Gerade ergibt den Schnittpunkt P(g | g |0).

Abstand von P zum Mittelpunkt M(0|0|0): PM = |PM| /—4 +% »3,77<4

Damit liegt P innerhalb des Grundkreises und folglich liegt der Punkt R auch
innerhalb des Kegels.
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Aufgabe 18: (abgewandelte Abituraufgabe 2012)

a)

b)

Wie weit bewegt sich U, in einer Minute?

@600
Das Boot U, andert sich pro Minute um den Vektor 6. 90:.

.30

] = /3600 + 8100 + 900 =~/12600 » 112,25 Meter.

Pro Minute bewegt sich das Boot U, 112,25 Meter weit.
Woran erkennt man, dass sich U, von der Meeresoberflache wegbewegt?

Da die x,-Koordinate des Richtungsvektor negativ ist (x, =-30) , bewegt sich
das Boot U, von der Meeresoberflache weg.

Welchen Winkel bildet die Route von U, mit der Meeresoberflache?

a0
Die Meeresoberflache entspricht der x, - x,-Ebene mit Normalenvektor n = 90:

15
aé)('_j a 60 '_
$0.x¢- 90
. élé é 30 30
Siha = =
1%/12600 /12600

b a »15,5°

Berechne die Geschwindigkeit von U, in i
min

ae 270¢

Abstand von A zu B: |ﬁ| =% 540 :

- 1805

Das Boot U, bewegt sich in 3 Minuten 630 Meter.

=+/2702 +5402 +180% =630 Meter

Die Geschwindigkeit betragt v = 21oi
min
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Begriinde, dass sich die Position von U, zum Zeitpunkt t beschreiben lasst durch

&80 9006
x =135 +t>¢-180..
é- 685 -60 5
Der Startpunkt A(68|135|-68) entspricht dem Ortsvektor der Gerade.
Der Richtungsvektor entspricht dem Vektor %@ und stellt die Richtung dar, in

die sich das Boot in einer Minute beweqgt.

Zu welchem Zeitpunkt befinden sich beide U-Boote in gleicher Tiefe?

Damit sich beide U-Boote in gleicher Tiefe befinden, miussen die x, -Koordinate
gleich groR sein: -170- 30t =-68- 60t U t=3,4

Nach 3,4 Minuten befinden sich beide U-Boote in gleicher Tiefe.

Welchen Abstand haben die beiden U-Boote zu Beobachtungsbeginn?

Die Boote befinden sich zu Beginn in den Punkten C(140|105|-170) und
A(68]135]-68).

272
Es gilt |AC| =[¢ - 30
-102;

=722 +302 +102° »128,4 Meter.

Wird dieser Sicherheitsabstand eingehalten?

Um die Einhaltung des Sicherheitsabstandes zu prifen, muss der kirzeste
Abstand der beiden Boote berechnet werden.

Das Boot U, befindet sich im Zeitpunkt t im Punkt
M, (140 - 60t [105- 90t|-170 - 30t).

Das Boot U, befindet sich im Zeitpunkt t im Punkt
N,(68 - 90|135- 180t |- 68 - 60t).

Der Abstand der U-Boote zum Zeitpunkt t betragt
& 72- 30t¢
=|$30- 90t 2] = /(- 72- 30t)? +(30- 90t)? +(102 - 30t)’
§102- 30t

MtNt
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Nun ist t so zu wahlen, dass der Abstand minimal wird.
Hierzu betrachtet man die Funktion f(t) = (- 72 - 30t)* +(30 - 90t)* + (102 - 30t)*

Gesucht ist die Extremstelle von f:

f&t) = 2(- 72 - 30t) X~ 30) +2(30 - 90t) X(- 90) +2(102 - 30t) - 30)
f¢t) =19800t - 7200
fet) = 19800

f¢t) =0 b 19800t- 7200=00 t =1il» 0,36
Wegen f€0,36) >0 existiert ein Minimum fur t = 0,36.

Wegen f(lil) » 15179 ist der minimale Abstand /15179 » 123,2 Meter

Der Sicherheitsabstand wird eingehalten.

Hinweis: Die Extremstelle der Funktion f(t) und der Funktion ./f(t) ist identisch.

c) Wie grol3 ist der H6henunterschied der zwei Routen an dieser Stelle?

Da die Tiefe der Strecken keine Rolle spielen, muss man die X, -Koordinaten
zunachst weglassen.

Der Schnittpunkt der Strecken ergibt sich durch gleichsetzen der ersten beiden
Zeilen der Geradengleichungen (mit unterschiedlichen Parametern t und s):

140 -60t
105 -90t

68 -90s
135 -180s

Die L6sung des Gleichungssystems lautet t=§ und s _46

Die x,-Koordinaten von U, lautet x, =-170- 30 ><25—9 =- 344 Meter

Die x,-Koordinaten von U, lautet x, =-68- 60 X% =-252 Meter

Der HOhenunterschied betragt 92 Meter.
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Aufgabe 19: (abgewandelte Abituraufgabe 2013)

a) Stelle den Wiurfel und die Ebene E in einem Koordinatensystem dar.

Spurpunkte der Ebene:
Da in der Koordinatengleichung die Variable x, nicht vorkommt, ist die Ebene E

parallel zur x,-Achse.
Schnittpunkt mit x, -Achse: S, (0|x,|0)P S, (0 |%|O)
Schnittpunkt mit x, -Achse: S, (0|0[x;)P S, (0]0]8)

\ I

Berechne den Winkel, den die Ebene E mit der X, - x,-Ebene einschlieft.

a® 06
Die X, - X,-Ebene besitzt den Normalenvektor n= 90:

15

006 B
g3 %0
él% 1% 1
Jo2+32+ 2 /02 +02 +12 10

Fur den Winkel gilt: cosa =

Daraus folgt a » 71,6°
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b)

Bestimme den Abstand von E zur x,-Achse.

Die x,-Achse ist parallel zu E.
Der Abstand von E zur x,-Achse entspricht dem Abstand eines beliebigen
Punktes A auf der x,-Achse von der Ebene E.

Als Punkt A wird der Ursprung A(0/0/0) festgelegt.

+ X, -
Hessesche Normalenform von E: ¥t -8 0
J10
Einsetzen von A in die HNF von E: d(AE) = 3:0+0-8_ 8 » 2,53
Jio | V10

Die Ebene E hat von der x,-Achse den Abstand 2,53.

Welche Lage haben die Ebenen der Schar zueinander?

o
Alle Ebenen der Schar besitzen den Normalenvektor n = 93:
13

Da der Normalenvektor unabhangig von a ist, sind alle Ebenen der Schar
zueinander parallel.

Fur welche Werte von a hat der Punkt S(6|6|6) den Abstand V10 von der Ebene
E,?

33X, +X,-a
HNFvon E,: —2——=—=0
J10
36+6-al_|24- a
dS.E,) = =
(5E.) ‘ Jio | | Vo |
. 24- a
Bedingung: ‘ =+/10
J10
Fall1: 242" 8- 10 0 24-a=100 a=14
J10
. 24-a ~ ~
Fall 2: =-410 U24-a=-10U a=34
J10
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Fir welche Werte von a hat die Ebene E, gemeinsame Punkte mit dem Wirfel?

Aus der Skizze in a) ergibt sich, dass es zwei Grenzlagen fur die parallele
Ebenenschar gibt, in der die Ebene mit dem Wiurfel jeweils eine nur eine
Wiirfelkante gemeinsam haben.

Grenzlage 1:

Die Ebene hat mit dem Wirfel die Kante von O(0|0|0) bis P(6/|0|0) gemeinsam.
Einsetzen der Koordinaten von O (oder P) in die Ebenenschar: 3x0+0=a

P a=0

Grenzlage 2:

Die Ebene hat mit dem Wirfel die Kante von T(0|6|6) bis S(6|6|6) gemeinsam.
Einsetzen der Koordinaten von T (oder S) in die Ebenenschar: 3x6+6=a

P a=24

Das heil3t, dass fur alle Werte von a mit 0 £ a £ 24 die Ebene gemeinsame
Punkte mit dem Wirfel besitzt.
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Aufgabe 20: (abgewandelte Abituraufgabe 2013)

a) Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene S, in der das Segeltuch liegt.

Die Ebene S enthalt die Punkte F(8]8|8), M,(8]0|4) und M,(4|0]8).

80 00 240
Parametergleichung der Ebene: x=58T+r¢-8T+1>¢-87

Gy E45 Sog

€00 240 -80-(-8)(-4)0 3832('_5 a2 0
Normalenvektor: n=%-8>" ¢-87=% -4x-4)-0x0 :=%16 _ bzw. n*=% 1"
G435 805 S0-8)- (9405 &325 2

Ansatz fur die Koordinatengleichung von S:2x, - X, +2x, =d.
Einsetzen des Punktes F(8|8|8) ergibt 2x8- 8 +2x8 =24 =d,

Koordinatengleichung von S: 2x, - x, +2x, =24

Zeige, dass das Segeltuch die Form eines gleichschenkligen Dreiecks hat.

Das Dreieck M,FM, ist gleichschenklig, wenn zwei der drei Seiten gleich lang
sind.

=02 +8% +4% =/80

Lange von M/F: |M F|

=\4?+82+0° =+/80

Lange von M,F: |M F|

Da MF =M,F ist, ist das Dreieck M,FM, gleichschenklig.
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Berechne den Flacheninhalt des Segeltuchs.

A =

Dreieck

ADreieck =% V32 \ 72 = 24

Die Flache des Segeltuches betragt 24 mz.

Welchen Abstand hat das Segeltuch von der Ecke E?

Der Abstand des Segeltuches von der Ecke E entspricht dem Abstand der Ebene
S vom Punkt E(8/0|8).

2X - X, +2X; - 24 0 bzw 2X; - Xp +2X5- 24 _

. 0
J22 (- 1)7 + 22 3

HNF von S:

dE.S) = 258 - O+32>6- 24|:§»2,67

Das Segeltuch ist etwa 2,67 Meter von der Ecke E entfernt.

b) In welchem Punkt befindet sich das untere Ende der Stange?

a@c’_j e 8('_5
Gleichung der Gerade durch A(8]0|0) und C(0|8]0) : g: X = 90:+t><9 8 :

o, §05
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Diese Gerade wird nun parallel um 6 nach oben verschoben.
Dies erreicht man damit, dass der Richtungsvektor gleichbleibt und beim
Ortsvektor die X, -Koordinate um 6 erhéht wird.

a@('_j 388('_5
Parallele Gerade zu AC: h: x = %0 T+t < 8 N

G5 805
Schnittpunkt von h mit der Ebene S:

2(8- 8t)- 8t+2x6=24 U 16-16t- 8t+12=24 U '[=1

»

Einsetzen von t in die Gerade h ergibt den Schnittpunkt L(? | g | 6)

Das untere Ende der Stange befindet sich im Punkt Z(% | % |0).
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Aufgabe 21: (abgewandelte Abituraufgabe 2014)

a) Bestimme eine Koordinatengleichung von E.

Die Parametergleichung der Ebene, in der die Punkte B, C und S liegen, ist

25Yo) 21006 aeS('j
E: x g5 +ng 0 +s><9 5.

b5 S0 125

x106 aeS('j 20 6 a0 o
Normalenvektor von E: n=% 0 7 $-57=%120" bzw. n*=%12"

IR RLT 13

Ansatz fur die Koordinatengleichung von E: 12x, +5x, =d
Einsetzen von B(5|5]0): 12> +5>x0 =60 =d
Koordinatengleichung von E: 12x, +5x, = 60

Berechne den Winkel, der von der Seitenflache BCS und der Grundflache der
Pyramide eingeschlossen wird.

a0
Normalenvektor der x, - x,-Ebene: n= 0>

5
o
12 %30
éSBél' 5I3a>>674°

J144+25 x/1 13

cosa =

Berechne den Flacheninhalt des Dreiecks BCS.

. 1), ==
ES it Aoen = fBC” BS
20 0o 0 ¢
BC BS =%120" BC” BS| =|£1201] = /14400 +2500 =130.
éso p §50 :
Ao = % 30 = 65 FE
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b) Berechne sein Volumen.

Aufgrund der Skizze ergeben sich neben Q(2,5|2,5]0) als weitere
Quadereckpunkte T(2,5]-2,5|0) und U(-2,5|2,5|0).

Die Lange und die Breite des Quaders sind jeweils 5 LE.

Fur die Hohe des Quaders benétigt man die Koordinaten des Punktes
R(2,5|2,5|?), der auf der Geraden durch B und S liegt.

a@c’_j e 5('_5
Gleichung der Gerade g durch B und S: x = ¢5 :+s - 5:
05 &l24

aé,S('_j aé('_j 385('_5
Punktprobe mit R: 92,5:= g5:+s><9- 5_ daraus folgt s = 0,5 und x, =6

S, 5 S5 12
Mit R(2,5]2,5|6) ist die HOhe des Quaders h = 6.

Vouager =566 =150 VE
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Welche Koordinaten hat dessen Eckpunkt auf der Kante BS?

Der Quader ist dann ein Wirfel, wenn der Eckpunkt R die Koordinaten R(x|x|2x)
besitzt.

®&X 0 a0 @50
Einsetzenvon Ring: $x —=%57+s>¢-57

o G5 bios

3.Zeile: 2x =12s U x =6s
- A 5 . 30
2.Zeile: 6s=5-5sU s=— und damit x =—
11 11

Der gesuchte Eckpunkt R des Wiirfels hat die Koordinaten R(E | 30 | @)

11 11 117
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Aufgabe 22: (abgewandelte Abituraufgabe 2014)

a) Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene E, in der die Platte liegt.

Die Parametergleichung der Ebene, in der die Punkte A, B und C liegen, ist

800 aelO('_j aelO('_j
E:§<=96:+rxg 0 :+s><9-GT

So; 05 §3;

2100 &&100 a0 0o @O
Normalenvektorvon E: n=% 0 7 ¢.¢6 :=9301 bzw. F*zglz

S0 5835 S0 &3

Ansatz fur die Koordinatengleichung von E: x, +2x, =d

Einsetzen von A(10/6/0) in die Koordinatengleichung: 6+2>x0=6 =d
Koordinatengleichung von E: x, +2Xx, =6

Stelle die Platte, den Stab und die Lichtquelle in einem Koordinatensystem dar.

Ax

4+
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b)

Berechne den Winkel zwischen dem Stab und der Platte.

0

Es gilt FT =%0..

&2

@0 @
§12x0:
G2 So;

g =i P a»634°

NCRZ2N

sina =

Bestimme den Schattenpunkt des oberen Endes des Stabes.
Das obere Ende des Stabes ist der Punkt T(5|6|2).

Zur Berechnung des Schattenpunktes von T wird eine Gerade g durch L(8/10/2)
und T aufgestellt.

8880 aeS('_j
g x=310_+sX- 47
éZB 0g

Schnittpunkt der Ebene E mit g liefert den Schattenpunkt T*:
10- 4s+2XR=6U s=2

Einsetzen von s = 2 in g: T*(2|2|2)

Begriinde, dass der Schatten vollstandig auf der Platte liegt.

Der Punkt T* liegt als Schnittpunkt von g und E in der Ebene E.
Zu begriinden ist, dass T* innerhalb des Rechtecks ABCD liegt.
Die x,-Koordinate von T* liegt zwischen den X, -Koordinaten von A und B.

Die x,-Koordinate von T* liegt zwischen den X, -Koordinaten von B und C.

Damit liegt T* innerhalb des Rechtecks ABCD (also auf der Platte).

Der Schattenpunkt von F ist F*. Da F auf der Platte liegt, stimmen F und F*
Uberein.

Da sich die Schattenpunkte T* und F* auf der Platte befinden, befindet sich

folglich die Schattenstrecke T *F* auch auf der Platte.
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c) Berechne die Koordinaten der beiden méglichen Kollisionspunkte.

Die zur x, - X,-Ebene parallele Kreisbahn liegt in der Ebene H: x, =2,
da die Lichtquelle L die x, -Koordinate 2 besitzt.
Die Kollisionspunkte liegen auf der Schnittgeraden k der Ebenen H und E:

X, *+2X, = 6
X = 2

3

Berechnung der Schnittgeraden k:

Lésung des Gleichungssystems: x, =2, x,=2 , x,=t, tT [

@0 &b
Gleichung der Schnittgeraden: k: x = g2:+ t XQOZ

G5 Sop

Da die Kollisionspunkte auf der Gerade k liegen, haben diese die allgemeinen
Koordinaten P,(t| 2| 2).

a 3¢
=49+16+0 =5 Meter.

Der Radius der Kreisbahn betragt |ﬁ| =|8-42

Nun muss der Parameter t so gewahlt werden, dass der Geradenpunkt P, vom
Mittelpunkt T der Kreisbahn den Abstand 5 besitzt: T_R =5

- 5¢
T,

-4 ] =\/(t- 5)* +16
O >

Bedingung: /(t- 5°+16 =5 U (t-5%+16=25 U t-5=43
Daraus folgt t = 8 oder t = 2.

Die beiden Kollisionspunkte haben die Koordinaten P,(2]|2|2) und P,(8|2]2)

Aufgabe 23: (abgewandelte Abituraufgabe 2015)
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a)

b)

Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene, welche die Lage der Markise
beschreibt.

d6 adO @5 <'j
Parametergleichung der Ebene durch A, B, C: E: x=5%07+r ><90 +55¢ 39"

G5 B 613

aéc'_j &5 0 &0 0 aé)('_j
Normalenvektor von E: n=%7"%397=%65" bzw. n*=%17

o5 §135 G5 ta5

Ansatz fur die Koordinatengleichung von E: x, +3x, =d
Einsetzen von A(0|0|4) ergibt sich d = 12.

Koordinatengleichung von E: x, +3x, =12

Berechne den Winkel zwischen Markise und Hauswand.

a® 06
Die X, - X,-Ebene besitzt den Normalenvektor 617

03
oo
1.x51.
§3@ éo:

_ 1
Je+32 <2 V10

cosa =

P a»716°

Kann der Regenschutz dabei die Stehlampe berihren?

Der Regenschutz hat eine Lange von 2,7 Meter (X, -Koordinate von C).

Die Lampe endet im Punkt L(5]2]0,3).

a0 ¢
Der Abstand von L zu C betragt |E| =(%19 1=+19%+2,4% »3,06m>2,7 m.
2,4

Der Regenschutz kann die Stablampe nicht berthren.
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Welchen Abstand von der Hauswand darf die Stehlampe auf der Terrasse
hdchstens haben, damit dies nicht passiert?

Der gesuchte Abstand der Lampe von der Hauswand sei a.

Der Endpunkt der Lampe sei L*(5]a|0,3) mit 0 < a < 4 (aufgrund der
Terrassenflache)

Bedingung, damit der Regenschutz die Lampe nicht berihrt: L*C > 2,7

L*C= =J(3.9- a2 +24% >27

L*C| $3,9- a

§ 24

Zunachst wird der Wert von a berechnet, fir den der Abstand 2,7m betragt.

J(B.9-ayl+242 =27

b (3,9- a)’ +2,4%=2,7?

U (3,9-a)*=153

b 39-a=+/153 b a=266 odera=5,13

Es kommt nur a = 2,66 in Betracht, da der Punkt L links von R sein muss.

Die Lampe darf héchstens 2,66m von der Hauswand entfernt stehen.

Begrinde ohne Rechnung, dass die Terrasse nicht vollstandig beschattet wird.

Die x,-Koordinate des Vektors v ist negativ.
Da die x, -Koordinaten der Markisenpunkte C und D kleiner sind als die der

Terrassenpunkte R und S reicht der Schatten, den die Markise wirft, nicht bis zur
aulleren Terrassenkante RS.

Bestimme die neuen Koordinaten der &uf3eren Eckpunkte der Markise.

Der Schatten soll bis zum Mittelpunkt der Strecke QR reichen, also bis zum
Punkt M(5[2|0).

Nun wird eine Hilfsgerade g aufgestellt, die M enthalt und den Richtungsvektor v

ado el o
besitzt. g: x =527+ 18- 1
éo '321
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Einen Punkt des Markisenrands in der neuen Position erhalt man durch den
Schnitt von g mit der Ebene E, in der die Markise liegt:

2-t+3X-3t)=12pb -10t=10P t=-1
Der Schnittpunkt von g mit E lautet S(4|3|3).

Da der gesuchte Eckpunkt C* auf der Kante BC liegt, muss er die x,-Koordinate 5

besitzen. Daher ist C*(5|3]3).
Da der gesuchte Eckpunkt D* auf der Kante AD liegt, muss der die x,-Koordinate

0 besitzen. Daher ist D*(0|3]3).
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Aufgabe 24: (abgewandelte Abituraufgabe 2015)

a) Bestimme den Schnittpunkt der Geraden g, mit der Ebene E.

Gleichung der Geraden g, : x = 1. +t>x¢17

G5 fo3

Schnittpunkt der Gerade mit der Ebene:
3x5+4t)+6x1+1t)+4x1) =16
U 15+12t+6+6t+4=160 18t=-90 t=-0,5

Einsetzen von t = -0,5 in Geradengleichung: Schnittpunkt S(3|0,5|1).

Welche Gerade der Schar ist orthogonal zu g, ?

oo a0
Die Geraden sind orthogonal, wenn gilt: 91}91:: 4a+1=0P a=-0,25.

o5 505

Die Gerade g_,,; ist orthogonal zur Gerade g,.

Berechne den Schnittwinkel von g, und E.

éOFa §4 18

J16 +1%/9+36 +16 17 x/61

sina =

; daraus folgt a » 34°

b) Begriinde, dass alle Geraden g, in der Ebene F: x, =1 liegen.

Ein allgemeiner Punkt auf der Schargeraden lautet P,(5+t>xa|1+t]|1).

Da jeder Punkt die x, -Koordinate 1 besitzt, liegen alle Schargeraden in der
Ebene F.
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Bestimme eine Gleichung der Geraden h.

Alle Geraden, die in der Ebene F liegen und durch P(5|1|1) gehen, haben die
®0 a&@,0
Bauart h: x = ¥1-+t5¢v, -

G S0;

Die Gerade h gehdrt nicht zur Schar, wenn der Richtungsvektor von h kein
a0
Vielfaches von 91: ist. Dies ist der Fall fur v, =0.

o
aé('_)' aé.o
Eine mégliche Geradengleichung lautet h: x = g1:+ t ngZ

G5 o
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Aufgabe 25: (abgewandelte Abituraufgabe 2016)

a) Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene, in der die Nutzflache liegt.

Parametergleichung der Ebene durch die Punkte A, B, C:

A56 006 2150
N: x=50 +r¥207+sx¢20 _

P Al

a0 0 2150 34.20('? @O
Normalenvektor von N: n = %207~ 920 =% ~ bzw. F*:QOZ
éo 2 é 6 5 &300 §55

Ansatz fur die Koordinatengleichung von N: 2x, +5x, =d
Einsetzen von A(15|0|0) ergibt sich d = 30.

Koordinatengleichung von N: 2x, +5x, =30

Berechne den Neigungswinkel der Nutzflache gegen den Erdboden.

a0
Die x, - x,-Ebene besitzt den Normalenvektor n = 07

34

cosa = P a»218°

5
J22 +52 XJF V29
Ermittle den Inhalt der Nutzflache.

Da es sich laut Aufgabenstellung um ein Rechteck handelt, gilt

o 158
Auomsane = ABXBC = 20 é 0 2=20%/225+36 =20%/261 » 323,1 m?
6 0
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b) Uberprife, ob diese Bedingung erfiillt ist.

Die Dachflachenebene E ist parallel zur x, -Achse (da in der
Koordinatengleichung die Variable x, fehlt) und sie schneidet die x,-Achse im
Punkt D(0|0]9).

Die Dachflachenkante verlauft daher genau 9 m oberhalb der x, -Achse.

Da der Punkt C der Nutzflache die x,-Koordinate 6 besitzt und auch die
Nutzflache parallel zur x, -Achse liegt, verlauft die Nutzflache daher genau 6 m
oberhalb der x, -Achse.

Die Hohe der Riuckwand betragt daher 9 m - 6 m = 3 m und die
Sicherheitsbedingung ist erfullt.

Berechne die Koordinaten des Punktes auf der Kante BC, in dem das untere
Ende der Stiitze fixiert wird.

Um den gesuchten Punkt P zu berechnen, wird eine zur Ebene E parallele Ebene
F aufgestellt werden, wobei F gegenlber E 5,2 m senkrecht zum Erdboden
nach unten verschoben ist.

Ansatz fur die Koordinatengleichung von F: x, - 3x, =d

Nun bendétigt man noch einen Punkt von F.
Diesen erhalt man, wenn man den rechten hinteren Eckpunkt D(0|20|9) der
Dachflache um 5,2 m nach unten verschiebt. Man erhalt den Punkt P(0|20|3,8).

Einsetzen von P in die Koordinatengleichung: 0- 3x3,8=db d=-114
Koordinatengleichung von F: x, - 3x, =-11,4

50 2150
Gleichung der Gerade durch die Punkte B und C: g: x =220 +tx¢ 0

So5 §6;
Schnittpunkt von F mit g: 15- 15t- 3X6t)=-114pb -33t=-26,4p t=0,8

Einsetzen von t = 0,8 in g ergibt den Schnittpunkt Q(3]20|4,8).
In diesem Punkt wird das untere Ende der Stutze fixiert.
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Aufgabe 26: (abgewandelte Abituraufgabe 2016)

a) Stelle die Pyramide und Schnittflache in einem Koordinatensystem dar.
Berechnung der beiden Mittelpunkte:

0+0 -6+0 O+5

M P M(@O]|-3]25
o 2| > | ) (0]-312,5)
0+0,6+0 0+5
M, ( | | )P M,(0]3]2,5)
2 2
s
4..
M 1
2..
d
A 2
4
X, A

Berechne den Umfang der Schnittflache.

@2bg @bt
U=MM, +BM+BM—96_+9 37+9 3
éo: §253

U=6+2%/5125 » 20,32 LE

|=6+1/36+9+6,25 +/36 +9+6,25

§25g

Bestimme eine Koordinatengleichung von E.

Parametergleichung der Ebene durch die Punkte M,, M, und B:

a®o e60 ae60
E: x=%0 +rx-37+sx 3 .

b, B5; 255
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b)

ae60 &60 2150
Normalenvektor von N: n=$-37" %3 =50

i b b
&5 6

Vereinfachung des Normalenvektors zu n*=%0 _
2,

Ansatz fur die Koordinatengleichung von E: 5x, +12x, =d
Einsetzen von B(6/0/0) ergibt sich d = 30.

Koordinatengleichung von E: 5x, +12x, =30

Bestimme die Koordinaten des Punktes Q.

a@('_j ae6('_j
Gleichung der Gerade durch Bund S: g: x = S0T+t>&0

i b

Der gesuchte Punkt Q, der auf g liegt, besitzt die allgemeinen Koordinaten
Q(6- 6t]0]|5t1).

Man kann rein anschaulich erkennen, dass bei einem rechtwinkligen Dreieck der
rechte Winkel nur im Punkt Q liegen kann.

Daher muss gelten: M,Q M,Q =0

ae6-6t('jae6-6t<'j
b% 3 & -3 T=(6-6t)P-9+(5t- 2,52 =0
ést-25g§5t-25g

36- 72t +36t2- 9+25t2- 25t+6,25=0
U 61t?- 97t+33,25=0

_97+/9409- 8113 _97+36 133 _
e = t,="o> t,=05
122 122 122

Fir t = 0,5 ergibt sich der Punkt Q(3]0|2,5).
" 133 . , .
Far t= 122 liegt der Punkt Q nicht auf der Kante BS, da der x,-Wert negativ ist.

Daher ist der gesuchte Punkt Q(3]0|2,5).
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c) Bestimme die Koordinaten von Z.

Der Punkt Z liegt in der x, - x,-Ebene, also ist die x, -Koordinate O.

Da er von der Grundflache ABC und der Seitenflache ACS den gleichen Abstand
besitzt muss seine x,- und Xx,-Koordinate gleich grof3 sein

Allgemeine Koordinaten von Z: Z(a|0|a)
Abstand des Punktes Z von der Seitenflache und der Grundflache ist a.

Daher muss der Abstand von Z zur Ebene E ebenfalls gleich a sein.

5x, +12x, - 30 0

25 +144

Bedingung: d(Z,E)=a

HNF von E:

|5a+12a- 30| _a o [f7a- 30‘ _a
|13 | 13
17a- 30 _

1.Fall: T—ab 17a- 30=13ab a=7,5

2.Fall: %z-ap 17a- 30=-13ab a=1

Fur a = 7,5 ergibt sich der Punkt Z(7,5/0|7,5).
Fir a = 1 ergibt sich der Punkt Z(1|0|1).

Da der Punkt Z(7,5|0|7,5) aul3erhalb der Pyramide ABCS liegt, lautet der
gesuchte Punkt Z(1]0|1).
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Aufgabe 27: (abgewandelte Abituraufgabe 2017)
a) Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene E.

Parametergleichung der Ebene E durch die Punkte R, S und T:

26 &6 e20
E: x=%9 +r¢1 T+sx¢1 "

SHENT

a0 a&20 an+1('j a2 16
Normalenvektor von E: n—gl g1 —92 0. —QZ

S15 §25 8oe2; S2,

Ansatz fur die Koordinatengleichung von E: - x, +2x, +2x, =d
Einsetzen von R(2|9|3) ergibt sich d = 22.

Koordinatengleichung von E: - x, +2x, +2x, =22

Begriinde, dass es sich bei dem Viereck QRST um ein Trapez handelt.

20 0 20 6
Esgit RS=%17 und QT=%2"

P

Da die beiden Vektoren Vielfache zueinander sind, sind die Vektoren parallel.
Somit ist das Viereck QRST ein Trapez.

Berechne den Flacheninhalt des Trapezes QRST.

Berechnung der Trapezflache: A, .., = @ M apez
Es gilt [QT| =g § 2 ]=\0+4+4=48 und RS|=|§11=10+1+1=12
-2 : é 13

Die Hohe des Trapezes entspricht dem Abstand der beiden parallelen Geraden
QT und RS.
Dies entspricht dem Abstand des Punktes R zur Geraden durch Q und T.
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a@('_j a0 0
Gleichung der Geraden durch Q und T: h: X = g8:+r ¥ 2 :

G5 &2
Allgemeiner Punkt auf h: L(0|8+2r|3- 2r)

a0 0 ®e-2 600
Bedingung: RLx¢ 2 =0 0 $-1+2rx¢2 =0

S25  §-x 5823

-2+4r+4r=0U r=0,25
Daraus folgt L(0|8,5|2,5).

xe2 (
Abstand von R zur Geraden h: ‘ﬁ‘ =105
0,5;

=4+0,25+0,25 =+/4,5

P hTrapez = V4’5 m
:@x/QS :4,5 m2

A

Trapez

b) Bestimme die H6he des zusammengesetzten Korpers.
Der Abstand des Punktes C von der Trapezflache QRST ist die H6he des
aufgestellten kleinen Teilkorpers.
Dies entspricht dem Abstand des Punktes C von der Ebene E.

- X, +2X, +2X,- 22 _ - X, +2X, +2X, - 22 _

HNF von E: 0O b 0
N1+4+4 3
Abstand von C(0]10[3) von E: d(C,E) = |- +203+6 - 22 :g

Der grol3e Teilkorper hat eine Hohe von 3m.

Somit betragt die Hohe des zusammengesetzten Korpers %m
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c) Bestimme den Wert fiir a, fur den der Offnungswinkel der Tiir 30° betragt.

Der Winkel von 30° entspricht dem Winkel zwischen der Ebene T, und der
X, - X, -Ebene.

Bedingung: cos30° =

Fur a= \E betragt der Offnungswinkel 30°.
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Aufgabe 28: (abgewandelte Abituraufgabe 2017)

a) Berechne die Geschwindigkeit von F, in km/min.

| = (- 4)° +12% +0,3% = /160,09 » 12,65 km/min

Bestimme den Zeitpunkt, zu dem F, eine H6he von 4,9 km erreicht.

Das Flugzeug erreicht eine Hohe von 4,9 km, wenn gilt:
X, =3,4+0,3t=49pP t=5

Um 14.05 Uhr erreicht das Flugzeug eine HOhe von 4,9 km.

Berechne die Weite des Winkels, mit dem das Flugzeug F, steigt.

Gleichung der Flugzeuggerade fur F, :
e 1706 xl8 6 1706 ®6 0
g,:x=¢54 j+sx%x9-1sj:954 T+s¥-61
G325 °gos; §a2; W02

Der gesuchte Winkel entspricht dem Schnittwinkel zwischen der Gerade g, und
der Bodenebene (X, - X, -Ebene: x, =0 )

oo
-6 X0
§0,25§1: 0,2

\/62 +(-6)*+0,2° /12 - \72,04

sina = b a»14°

b) Prife, ob diese Bedingung erfillt ist.

Berechnung des Schnittpunkts der Flugbahnen:

8915('_j ae4('_j ael?f_j ®&b6 o
$6 +txE12 =554 T+sx¢-6_
§3,45 éo,s;, és,zg éo,zg
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-4t -6s = -32
Zu l6sen ist folgendes Gleichungssystem: 12t +6s = 48
0,3t -0,2s = -0,2

Ldsung des Gleichungssystems: t =2 und s = 4.

Einsetzen von t = 2 in g, liefert den Schnittpunkt S(7|30|4)

Der Schnittpunkt S wird von F, nach t = 2 Minuten erreicht und von F, nach

S = 4 Minuten erreicht.
Die Sicherheitsbedingung ist also erfullt.

Beschreibe ein Verfahren, mit dem man den Zeitpunkt t, berechnen kann, zu
dem beide Flugzeuge denselben Abstand vom Ballon haben.

Punkt, zu dem sich F, zum Zeitpunkt t (in Minuten) befindet:
A(l5- 4t|6+12t]3,4+0,3t)

Punkt, zu dem sich F, zum Zeitpunkt t (in Minuten) befindet:
C(-17+6t/54- 6t/3,2+0,2t)

Abstand des Ballons zum Flugzeug F; :
|ﬁ| =J(15- 4t- 6)? +(6+12t- 43)’ +(3,4+0,3t- 4,3)

Abstand des Ballons zum Flugzeug F,:
|%| = J(-17 +6t- 6)° +(54- 6t- 43) +(3,2+0,2t - 4,3)?

Nun muss die Gleichung |ﬁ| = |ﬁ| gelost werden.

Beschreibe ein Verfahren, mit dem man eine Gleichung dieser Geraden
bestimmen kann.

Zunéchst werden die Punkte P und Q bestimmt, in denen sich die Flugzeuge zum
Zeitpunkt t, befinden.

Als nachstes wird eine Hilfsebene E aufgestellt, die durch den Punkt B verlauft
und deren Normalenvektor PQ betragt: gi - @H@ =0

Diese Hilfsebene enthalt samtliche Punkte, die zum Zeitpunkt t, von beiden

Flugzeugen gleich weit entfernt sind.
Zum Schluss berechnet man die Gleichung der Schnittgeraden von der Ebene E
und der x, - X, -Ebene.
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Aufgabe 29: (abgewandelte Abituraufgabe 2018)

a) Weise nach, dass die Bodenflache der oberen Etage nicht rechtwinklig ist.

Nachweis, dass das Dreieck DEF nicht rechtwinklig ist:

20 6 2 250 2 250
Es gilt: DE =30, DF=¢ 5 - und EF =% 257

oz o3 S o

Kontrolle, ob zwei der Vektoren zueinander orthogonal sind:
DE>DF =1501 0

DE>EF=-7501 0

DFXEF =500 0

Da alle drei Skalarproduktergebnisse nicht O ergeben, liegt keine Orthogonalitat
vor.

Erlautere die Schritte des dargestellten Vorgehens.

Linke Seite der Gleichung: Parameterform der Gerade durch A und D.
Rechte Seite der Gleichung: Parameterform der Gerade durch E und B.

Die LOsung des Gleichungssystems wird ermittelt.

Danach wird der Wert von r in die Gerade durch A und D eingesetzt.

Damit erhalt man die Koordinaten des Schnittpunktes S der beiden Geraden.
b) Berechne den Inhalt der Bodenflache der oberen Etage.

Das Dreieck DEF ist weder rechtwinklig und auch nicht gleichschenklig.

Es gibt zwei Mdglichkeiten den Flacheninhalt des Dreiecks zu bestimmen.

1.Mdglichkeit: Grafische Lésung

Da sich das Dreieck DEF auf der Hohe x, =15 befindet, genigt es die ersten

beiden Koordinaten der Punkte DEF zu betrachten und diese in ein ebenes
Koordinatensystem einzuzeichnen.
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Aus der Zeichnung folgt: A, :% Exh= % 30 X25 =375 m?

2.M0oglichkeit: Rechnerische L6sung

Die Flache eines beliebigen Dreiecks DEF kann mit dem Vektorprodukt ermittelt
werden:
= 2{DE" OF
2

200 2256 2 0-0 0 =00
DE'DF=$30_" &5 =% 0-0 .=20 -

éog é 0 4 §0+30>Q55 §7505

§ :%x750 =375m?

Weise nach, dass zur Entfeuchtung der Luft eine Leistung von 25 Kilowatt
ausreichend ist.

Gesucht ist nun der Rauminhalt (Volumen) der Pyramide DEFG.

Die Pyramidenhthe entspricht dem Abstand des Punktes G von der Grundflache
DEF.

Da die Grundflache horizontal auf der Hohe x, =15 verlauft und der x,-Wert
von G 35 ist, ergibt sich also H6he 35 -15 = 20.

V= % 3G g, e = % 37520 = 2500 m3

Die bendtigte elektrische Leistung betragt (2500:100)>0,8 =20 <25 Kilowatt.

Damit ist gezeigt, dass die Leistung ausreichend ist.
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c) Berechne die Koordinaten des Punktes, der die Position des Scheinwerfers im
Modell beschreibt.

Zunachst wird die Koordinatengleichung der Ebene K bendtigt, in der die Punkte
EFG liegen.

&0 o e 2506 e 10('?
Parameterform fir K: x = $30 il - 25 +s - 20

élsg 0 4 20 5

&25(’)‘ 3310('5 25000 xr20
Normalenvektor von K: n=%-257"%.207=%500 7 bzw. n*=%2 7

S0 5805 Eos0 15

Ansatz fur die Koordinatengleichung: K: - 2x, +2x, + X, =d
Einsetzen des Punktes E(0|30|15): 60+15=75=d

Koordinatengleichung K: -2x, +2x, + X, =75
Die Metallstange liegt auf der Geraden g durch G(-10|10|35) und R(-5|5|15):

&10(’;’) &5 0
Gleichung der Geraden g: x = 10 :+t><9 -5~

éss; -20

Gesucht ist ein Punkt auf der Geraden g, der von der Ebene K den Abstand 8
besitzt.

- + + X, -
HNF von K: ~2% Zxé X-15_

Allgemeiner Punkt auf der Geraden: P(- 10 +5t|10- 5t|35- 20t)

Es soll gelten: d(P,K) =8

|-2(- 10 +5t) +2(10 - 5t)+35- 20t - 75| ‘ 40t| _
| 3

1.Fall: %_SD t=-0,6

2.Fall: %Lsp t=0,6

Fur t =-0,6 ergibt sich P(-13 | 13 | 47)
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Dieser Punkt liegt nicht zwischen den Punkten G und R und kommt daher nicht in
Frage.

Firt = 0,6 ergibt sich P(-7 | 7 | 23).

Dieser Punkt liegt zwischen G und R und ist daher die gesuchte Position des
Scheinwerfers.
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Aufgabe 30: (abgewandelte Abituraufgabe 2018)

a) Stelle die Ebene E in einem Koordinatensystem dar.

Fur die Veranschaulichung von E bendétigt man die Spurpunkte:

Schnittpunkt mit der x, -Achse: S,(x,|0|0)P S,(1]0|0)
Schnittpunkt mit der x, -Achse: S,(0|x,|0)p S,(0[2]0)
Schnittpunkt mit der x, -Achse: S,(0|0|x,) P S,(0]|0]4)

Zeige, dass E nicht orthogonal zu F ist.

E ist orthogonal zu F, wenn die Normalenvektoren der Ebenen zueinander
orthogonal sind.

46 a6
ne . =$2.x0°=8+1=91 0, also ist E nicht orthogonal zu F.

1 815
Bestimme eine Gleichung der Schnittgeraden s der Ebenen E und F.

4x
2X

2%, X, = 4

X, = 4

1

1

Setze x, =t mit ti [J
Aus der 2.Zeile folgt: 2t+x, =4 b x, =4- 2t
Aus der 1.Zeile folgt: 4t+2x,+4-2t=4p x,=-t
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et o a@('_j aelc_)
Schnittgerade s: x =% -t -=%0 :+t><9- 1-
Ga-25 S45 §25

c) Gib an, fur welche Werte von a die zugehorige Ebene E, alle drei
Koordinatenachsen schneidet.

Die Ebene schneidet alle drei Koordinatenachsen, wenn die Ebene zu keiner
Koordinatenachse parallel ist.

Eine Ebene ist parallel zu einer Koordinatenachse, wenn mindestens eine
Koordinate des Normalenvektors O ergibt.

Fir a = 0 ist die Ebene parallel zur x; -Achse.
Fir a = 2 ist die Ebene parallel zur x, -Achse.

Fur al 0 \{0;2} schneidet die Ebene alle drei Koordinatenachsen.

Bestimme einen Wert fir a so, dass das Pyramidenvolumen 6 VE betragt.

Zur Berechnung des Pyramidenvolumens bendtigt man die Spurpunkte von E, :

Schnittpunkt mit der x, -Achse: S,(x,|0|0) P Sl(£|0|0)
a

Schnittpunkt mit der x, -Achse: S,(0|x,|0)p S,(0 |i2|0)
a_
Schnittpunkt mit der x, -Achse: S,(0|0|x,) P S,(0|0]4)

Formel fur Pyramidenvolumen: V = % 3G X

Als Grundflache wahlt man das rechtwinklige Dreieck OS S, :
G=E>OSl>OSZ=1xﬂV 4 -8
2 2 aa-2 aa-2

Die H6he der Pyramide betragt OS, =4

Pyramidenvolumen: V 1, 8 = 32
3 a(a- 2) 3a(a- 2)

Bedingung: _ 32 _60 32-18a’- 36a
3a(a- 2)

36++/1296+2304 _ 36+ 60

a =
2 36 36
93

U 18a*- 36a- 32=0
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c) Bestimme den Wert fir a so, dass der Abstand von P(0]|0|1) zu E, maximal ist.

aX1+(a' 2)X2+X3' 4_

HNF von E,:
\/az +(a-2)*+1

0

-3 | 3
Ja? +(a- 27 +1| 22’ - 4a+5

Abstand von P zu E,: d(P,E,) = =f(a)

Die Funktion f(a) wird maximal wenn der Term g(a) = 2a® - 4a+5 minimal wird.

Bedingung: gta)=0pP 4a- 4=0pP a=1
Das Schaubild von g ist eine nach oben geotffnete Parabel, somit existiert bei
a =1 ein Minimum.

Der Abstand f(a) wird maximal fur a = 1.
Begriinde, dass die Schar keine zueinander parallele Ebenen enthalt.

Zwei beliebige Ebenen der Schar besitzen die Normalenvektoren
ea o ea* o
n="%- 27 und n*= Gax- 2_ wobei at a* sein soll.

S15 §1;

Wenn die Ebenen parallel sind, miissen die Normalenvektoren Vielfache
zueinander sein.

ea O aea* o
Bedingung: k x¥a - 2:=9a*-ZT

1581 ;

Aus der 3.Zeile folgt k =1
Aus der 1.Zeile folgt dann a = a*, was aber gemaf Voraussetzung nicht erlaubt
ist, da es sich ja um verschiedene Ebenen handeln soll.

Damit ist der Nachweis erbracht.
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